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1. Johdanto

Peliteoriassa on esitetty useita klassisia peliesimerkkeja joiden avulla pyritddn ymmartdmaan
sen tarjoamia teorioita paremmin. N&iden pelien Nash-tasapainotilat ovat yleisesti helpohkosti
madriteltdvissa. Yksittaisten pelien tasapainotilat saattavat kuitenkin lisdantyd kun pelia
toistetaan useita kertoja perakkain. Toistokertoja voi olla joko ennalta maaratty maara tai pelia
voidaan toistaa darettomén pitkaan. Kun pelia toistetaan, on syyté diskontata pelaajien saamia
tuottoja. Tama tulevaisuuden tuottojen arvottaminen diskonttauksen avulla saattaa aiheuttaa
enemman tasapainotiloja toistetuille peleille. Diskonttaus siis kuvastaa pelaajien preferensseja
tulevaisuuden hyodyista ja karsivallisyytta valintoja tehdessa.

Taman tyon tarkoituksena on tutkia numeerisesti, miten erilaiset diskonttauskertoimet
vaikuttavat toistetun haukka-kyyhky -pelin mahdollisiin tasapainotiloihin. Tyon alussa
kaydaan lapi teoreettista taustaa peliteoriasta. Taman jalkeen esitellaén algoritmi, jonka avulla
voidaan muodostaa tasapainopolkuja toistetuille peleille (Berg, Kitti 2011, 2012) seka tietyt
maadritelmat jotka mahdollistavat ndiden polkujen analysoinnin. Lopussa esitellddn tydssa
saadut tulokset, jotka on saatu analysoimalla toistetun pelin tasapainopolkuja kolmella eri
tavalla ~ muuttaen  diskonttauskertoimia  ja  elementaaristen  tasapainopolkujen

maksimipituuksia.



2. Teoreettinen tausta

2.1 Pelin normaalimuoto ja haukka-kyyhky -peli

Normaalimuotoisessa pelissa jokainen pelaaja valitsee oman strategiansa yhtdaikaa. Tama
strategioiden kombinaatio madrittdd jokaiselle pelaajalle heidén pelistd saamansa tuoton
(Fudenberg, Tirole 1991, Gibbons 1992). Yksi tapa havainnollistaa tallaista peli& on niin
sanottu haukka-kyyhky -peli. Téssa pelissa pelaajina toimivat kaksi lintua jotka taistelevat
samasta reviiristd. Molemmilla pelaajilla on kaksi vaihtoehtoa joko olla haukka ja taistella
reviirista tai olla kyyhky ja vetéytya reviiriltd. Jos molemmat paittavéat taistella, saavat he
molemmat pahoja vammoja jolloin lopputuloksena on negatiivinen tuotto. Jos toinen paattaa
vetdytyd ja toinen taistella, saa taisteleva pelaaja koko reviirin itselleen. Jos molemmat
paattavat vetdytyd, jakavat he reviirin puoliksi (Gintis 2000). Tama haukka-kyyhky -peli

voidaan esittda kuvan 1 mukaisesti 2x2-matriisina.

Haukka Kyyhky
Haukka | (-1,-1) (6,0)
Kyyhky | (0,6) (3,3)
Kuva 1: haukka-kyyhky -peli

Pelissé pelaaja 1 valitsee siis rivin ja pelaaja 2 sarakkeen mita pelataan. Suluissa olevista

luvuista ensimmainen on pelaajan 1 saama tuotto ja jalkimmadinen pelaajan 2 saama tuotto.

Yhtena oikean maailman esimerkkind haukka-kyyhky -pelistda voidaan pitad 1962
tapahtunutta Kuuban ohjuskriisida (Wikipedia, 2012, hakusana Kuuban ohjuskriisi). Tamén
kriisin aiheutti amerikkalaisten ottamat satelliittikuvat, joissa naytti siltd, ettd Neuvostoliitto
oli tuomassa ohjuksia Kuubaan. Molemmilla mailla oli tassa siis mahdollisuus tehda asialle
jotain tai olla tekemaéttd. Jos molemmat maat olisivat pelanneet “haukkaa”, olisi mahdollinen
lopputulos ollut kolmas maailmansota, miké olisi ollut molemmille huono vaihtoehto. Jos taas
toinen maa olisi kayttdnyt voimakeinoja, ja toinen ei, olisi tuloksena ollut toisen maan
ylivoima maailmankartalla. Kriisi kuitenkin ratkesi siihen, ett4d Yhdysvallat eivét tuhonneet
laivaa, joka oli kuljettamassa ohjuksia, vaan se k&antyi omasta tahdostaan takaisin kohti

Neuvostoliittoa. Lopputulos oli siis kyyhky-kyyhky téssa pelissa.

2.2 Osapelitaydellisyys
Tarkastellaan seuraavaksi yksinkertaista dynaamista pelid, jossa oletetaan ettd, peli etenee

vaiheittain, ja ettd edellisen vaiheen lopputulemat tiedetd&dn ennen kuin tehd&&n seuraavan



kierroksen valinnat. Pelissé on nelja pelaajaa, joista pelaajat yksi ja kaksi sekd kolme ja nelja
pelaavat samaan aikaan. Aluksi pelaajat yksi ja kaksi valitsevat toimintonsa, jotka tuottavat
heille tuotot A; ja A,. Tadma jalkeen pelaajat kolme ja nelja tekevat valintansa sen perusteella,
mité pelaajat yksi ja kaksi valitsivat. Nain ollen, koska pelaajat yksi ja kaksi voivat ndhda
ennen omia valintojaan tuotot pelaajille kolme ja nelja, voivat he tehdd toimintonsa sen
perusteella, mita olettavat pelaajien pelaavan. Tama on mahdollista, koska pelin oletuksena
oli, ettd pelaajat tiesivat edellisten pelaajien valinnat ennen kuin tekivat omat valintansa. Nyt
jos oletetaan ettd pelaajien yksi ja kaksi valinnat A; ja A, ovat pelin ensimmaisen vaiheen

Nashin tasapaino, voidaan Kirjoittaa pelin aiheuttamat tuotot pelaajille muotoon
U; (all a, a; (alJ aZ)' a'jl- (all aZ) ); [ = 1;2 (1)

Tatd kutsutaan kyseisen pelin osapelitaydellisyydeksi pelaajien saamille tuotoille (Fudenberg,
Tirole 1991, Gibbons 1992).

Kuvassa 2 on esitetty esimerkki osapelitdydellisyydestd. Tassa esimerkissa Nash-tasapaino on
valinta (R, r). Pelaaja 2 voi kuitenkin uskotella pelaajalle 1 pelaavansa valinnan p jolloin
pelaajan 1 paras vaste on pelata P. Talléin my6s valinta (P, p), joka antaa tuotot (1,5), on

Nash-tasapaino ja siten se on pelin osapelitaydellinen tasapaino.

(0,0) (2,1)

Kuva 2 esimerkki osapelitaydellisyydesta

2.3 Toistettu peli

Toistetulla pelill tarkoitetaan sellaista pelid jossa pelataan samaa pelid useampia kierroksia.
Toistetuissa peleissa siis tulevien kierrosten valinnat saattavat vaikuttaa siihen mik& on
itselleen paras mahdollinen valinta kyseisella kierroksella (Fudenberg, Tirole 1991, Gibbons
1992).



2.3.1 Adrellisesti toistetut pelit

Adrellisesti toistetut pelit ovat sellaisia peleja joita toistetaan ennalta madratyn monta kertaa.
Yksinkertaisin darellisesti toistettu peli on peli, jota toistetaan kaksi kertaa. Tallaisessa pelisséa
pelaajien tuotot voidaan yksinkertaisesti summata yhteen (Fudenberg, Tirole 1991, Gibbons
1992). Jos siis luvussa 2.1. esitetyn haukka-kyyhky -pelin ensimmaiselld kierroksella

pelataan kyyhky-kyyhky, niin tuotot pelaajille toisella kierroksella ovat kuvan 3 mukaiset.

Haukka Kyyhky
Haukka | (2,2) (9,3
Kyyhky | (3,9) (6,6)
Kuva 3 Toistettu haukka-kyyhky —peli

Samalla tavoin voidaan summata minkd tahansa ensimmaisen Kierroksen valintojen
aiheuttamat tuotot seuraavan kierroksen tuottoihin.

2.3.2 Airettomisti toistetut pelit

Adrellisesti ja adrettomasti toistettujen pelien erona on, ettd aarettomasti toistetuille peleille
voidaan 16yta4 osapelitaydellisid vaihtoehtoja, vaikka ne eivat olisikaan kyseisen kierroksen
Nash-tasapainoja (Fudenberg, Tirole 1991, Gibbons 1992). Aarettémasti toistetuissa peleissa
ei ole myoskaan mieleké&std summata pelaajien tuottoja yhteen. Sen sijaan, ettid tuotot
summattaisiin yhteen, kaytetddn hyvéksi diskonttauskerrointa 6§ = 1/(1 + r), jolla saadaan
madritettya tuoton nykyarvo. Diskonttauksen perusidea on siis, ettd euro tdndan ei ole
samanarvoinen kuin euro vuoden péésta. Nain ollen pelaajan i saamat tuotot saadaan laskettua

seuraavasti
Ui(o) = (1 = &) Xi=o 6fui(a®(0))  (2)

Tassa o on pelaajan kayttamét strategiat kullakin kierroksella ja a* on kyseisen strategian
maardédma polku. Termi (1 — §;) skaalaa tuotot, jotta ne voidaan esittdd samassa kuvaajassa

selkedmmin. Pelaajien k&yttdmat valinnat muodostavat polkuja, joita on mielekasté tutkia.

2.3.3 Tasapainoehto osapelitiydellisille poluille

Osapelitaydelliset strategiat voivat olla hyvin monimutkaisia. N&iden tasapainopolkujen
analysointia voidaan yksinkertaistaa siten, ettd kaikkea tasapainokayttaytymista tukee fakta
ekstremaalisesta rankaisusta (Abreu 1988, Abreu et al. 1990). Tama tarkoittaa, ettd jokaisen

polun kohdalla ei tarvitse tutkia onko se osapelitdydellinen polku, riittdd nayttad, ettd missaan



polun vaiheessa ei ole tuottoisempaa siirtyd muuhun valintaan, kun se johtaa ekstremaali

rankaisuun. Seuraavassa pienimmat tasapainotuotot merkitaan
v; = min{v;:v € V'}

missa V on osapelitdydellisten tuottojen joukko. Nyt siis osapelitaydellisille poluille on
tunnusomaista se, ettd ne eivat sisélla sellaisia toimintoja, jotka johtaisivat kannattavampaan
poikkeamaan missaan pelin vaiheessa. Nain ollen polku p = a°(0)at(o) ... pelistrategialla o

on osapelitdydellinen polku jos ja vain jos
1- 5i)ui(ak(0)) + 6;vf = maxgeq, [(1 — 8y (ai: a’fi(U)) + 5i77i] 3)

kaikille i € N,k > 0, ja missa
k _ _ s oy | Ak+1+)
vh = (1-8) ) 8lu (@)
j=0

on jatkotuotto a*(o):n jilkeen. Nyt ehto 3 tarkoittaa, ettd pelaajat suosivat valintaa, joka
maaraytyy osapelitdydellisen polun mukaan mieluummin kuin poikkeaisivat siitd, ja sen
myota saisivat extremaalisen rankaisun tuoton (Abreu 1988, Abreu et al. 1990).

3 Tutkimusongelma ja -menetelmat

Tyossa tutkitaan tilannetta jossa haukka-kyyhky -pelid toistetaan aarettomén monta kertaa.
Aluksi selvitetddn miten 16ydetddn pelin elementaariset osapolut. Naméa osapolut maarittavéat
kaikki pelin palaset, joista osapelitaydelliset polut voivat koostua.. Tamén jélkeen
muodostetaan niistd adrettoman pitkia polkuja. Elementaariset osapolut toteutetaan
algoritmilla k&yttden hyvéaksi Matlab -ohjelmistoa. Algoritmia ajetaan erilaisilla parametreilla
muuttaen mm. diskonttauskerrointa. Saatuja tuloksia analysoidaan tdman jalkeen esimerkiksi

muodostamalla niista payoff-kuvaajia.

3.1 Elementaariset osapolut

Oletetaan, ettd pelataan pelid, jota toistetaan &&rettéman monta kertaa, ja pelaajat
diskonttaavat tuottonsa. Liséksi oletetaan, ettd pelaajilla on taydellinen tieto pelin historiasta,
ja he tutkivat pelihistorian ennen jokaisen kierroksen alkua. Pelihistoria pitad siis sisallaan
kaikkien aiempien kierrosten pelaajien valinnat. Nyt voidaan merkita, ettd A* sisdltad k:n

pelikierroksen valinnat, eli k:n pituiset polut. Aarettéman pitkia polkuja voidaan taas merkita



A%. Alussa polku on tyhja, eli A° = {@#}. Nyt merkitaan kuvan yksi haukka-kyyhky -pelin

pelaajien valintavaihtoehtoja seuraavasti:

Haukka Kyyhky

Haukka | a b
Kyyhky | ¢ d

Kuva 4 Haukka-kyyhky -pelin vaihtoehtoinen esitysmuoto

N&in ollen voidaan merkité, ettd A*(a) on kaikkien k mittaisten polkujen joukko, jotka
alkavat toiminnolla a, ja vastaavasti A”(a) on aarettémén pitkien polkujen joukko jotka
alkavat toiminnolla a. Naist4 poluista, joita muodostuu pelin edetessd, on mielekéstd tutkia
vain sellaisia, jotka ovat osapelitdydellisid tasapainopolkuja. Olennaista on, ettd nadma

osapelitaydelliset polut maaritellddn elementaaristen osapolkujen avulla. (Berg, Kitti 2012)

Esimerkki 1. Oletetaan, ettd on nelja valintaa: A = {a, b, ¢, d}. Lisdksi oletetaan ettd joukko

P¥(a),k = 1,2,a € A ovat taulukon 1 mukaiset.

Taulukko 1 Esimerkin 1 joukot P1(a) ja P%(a)

a b c d
Pt 9 v 0 {d}
P? {aa} {ba,bc} {ca,ch} 1)

Tassa siis aa € P?(a) tarkoittaa sitd, ettd mita tahansa tasapainopolkua a tulee aina seurata
uudestaan valinta a. Seuraavan polun valinnalla ei ole merkityst4, kunhan se vain on
tasapainopolku. Kuitenkin on syyt4d huomioida, ettd taulukon 1 mukaiset joukot eivét
mahdollista muuta valintaa a:n jalkeen kuin a:n. N&in ollen tasapainopolulla ensimmaisen
a:n jalkeen kaikki seuraavat valinnat ovat a. Toisaalta ndhddan ettd valintaa b voi seurata
joko valinta ba tai bc. Taman jalkeen on mahdollista muodostua tasapainopolku, joka alkaa
joko a:lla tai c:lla. Vastaavalla tavalla saadaan tapaukset valinnalle c. Viimeiseksi nédhdaan,

ettd koska d € P1(d), voi sita seurata mika tahansa tasapainopolku.

Nyt siis joukot P¥,k > 1 ja P antavat osapolut, joita voi seurata miké tahansa valinta.
Tiedet&an siis, ettd jokaista valintaa a, joka on tasapainopolulla, seuraa osapolku, joka kuuluu
joukkoon P*(a) jollain k:lla tai joukkoon P*(a). Tdma tarkoittaa sita, ettd tasapainopolut

noudattavat tiettyd syntaksia, jonka madrittelevét elementaariset osapolut (Berg, Kitti 2012).
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3.2 Algoritmi jolla etsitdan elementaariset osapolut
Aluksi maaritetddn rekursiivinen tapa laskea tuottovaatimukset. Tutkitaan ensiksi osapolkua,
joka on muotoa abc. Vektori, jolla pelaajat saavat pienimman tuoton con(ab) kun on pelattu

valinnat ab ja ettd valinta a olisi mielekds, voidaan laskea seuraavasta lausekkeesta
(I = T)u(b) + Tcon(ab) = con(a),

missa I on identiteettimatriisi ja T on matriisi jonka diagonaalilla on diskonttauskertoimet
kaikille pelaajille. Nyt pienin tuotto, jonka pelaaja i voi saada, on v; (V). Téssa V on
pelaajien tasapainotuottojen joukko. Jos huomataan ettd con;(a) < v; (V), merkitdén
yksinkertaisesti con;(a) = v; (a). Nain ollen, koska con(ab) tiedetddn, voidaan laskea

pienin tuotto valintojen abc jélkeen, jotta a olisi mielekés seuraavasti
(I = T)u(c) + Tcon(abc) = con(ab)

Nyt jos con(abc) < con(c), niin mik& tahansa tasapainopolku, joka alkaa c:lla, on
mahdollinen jatko abc:lle, kun on pelattu valinta a. Edell& mainitulla tavalla voidaan yleisesti
maarittdéd con(p) mille tahansa polulle p € A%, k > 2. Nyt jos con(p®1!) tiedetddn ja

p = p¥~ta* voidaan kirjoittaa

con;(p) = max{[con;(p*~) — (1 — 6,)u;(a")]/6:, v (V)}

Nain ollen con(p) on jatkotuottovektori, joka tarvitaan polun viimeisen elementin jalkeen,

jotta p olisi mielekas ensimmaiseksi valinnaksi (Berg, Kitti 2012).

Itse algoritmi, jolla madritetaan elementaariset osapolut, luo ensiksi joukon P* joka saattaa
sisdltdd osapolkuja, joissa on ei-tasapainoisia osia. Nama osapolut poistetaan algoritmin

mybdhemmassa vaiheessa.

1. Kaikille a € A otetaan mukaan a € P'(a) jos con(a) < v; (V) kaikille i € N. Jos
v; (V) < con;(a) < v; kaikille € N, ja ensimméinen epéayhtald on tiukka joillekin
[ € N, niin a lisataan joukkoon Pl (a). Asetetaan ettd k = 2. Siirrytdan kohtaan kaksi.

2. Jokaiselle a, b € A, p € P¥~1(a) etsitdan con(q), missa q = pb.

a) Jos con(q) < con(b) ja



joillekin 1 < I < k — j, niin lisataan q joukkoon P*(a)

b) Muutoin, jos con;(q) < 7; kaikille i € N ja q tayttaa yll& olevan ehdon, lisataan q
joukkoon P¥(a)
Jos P¥(a) = @ kaikille a € A niin lopeta algoritmi. Muutoin kasvata k:ta yhdell ja
toista kohta 2.

3. Poista osapolut joissa on ei-tasapainoisia osia joukosta P* ja maarita elementaaristen

osapolkujen joukko P,
Kohta 3 selitetdan tarkemmin seuraavassa luvussa 3.3.

3.3 Elementaaristen osapolkujen esitys graafina
Luvussa 3.2 esitetty algoritmi jattad joukkoon P* polkuja, jotka sisaltavit ei-tasapainoisia
osia. Nama ei-toivotut polut voidaan poistaa joukosta samaan aikaan kun luodaan saaduista

tasapainopoluista graafiesitys. Alla on esitetty tdmé algoritmi.

1. Muodosta puu osapoluista jotka ovat joukossa P¥*. Juurisolmu on tyhja historia @.
2. Muunna puu graafiksi. Jokainen solmu puussa vastaa jotain solmua graafissa.
Muodosta kaaret solmujen vélille ja maarita jokaiselle kaarelle jokin paatéssolmu.
a) Puun sisdsolmun méadranpadt. Eli solmu jolla on lapsia” ovat kyseisen solmun
”lapsia”. Muodosta kaari jokaiseen maaranpaa solmuun.
b) Puun lehtisolmun mé&ranpééat. Eli solmu jolla ei ole ”lapsia” ja joka on yhdistetty
juurisolmuun @. Nama solmut ovat kaikki juurisolmun “lapsia”.
¢) Puun muiden lehtisolmujen madranpéaat, eli osapolut p € P¥. Etsi pienin i > 1
jolle p; 16ytyy puusta. Jos p; 16ytyy ja se on sisasolmu, poista solmu p ja yhdista
p'PI=1 solmuun p;. Jos p;:ta ei 18ydy ja pisin yhteinen polku puun kanssa on
sisdsolmu, niin osaa p:std ei voi esiintyd tasapainopolulla ja solmu poistetaan
graafista.
3. Syota adrettoman pitkien tasapainopolkujen solmut ja kaaret. Jokaiselle osapolulle etsi
suurin i ettd p' on solmu. Syotd kaari merkilli p‘ solmusta tyhjaan vastaavaan

solmuun polulla.

Esimerkki 2. Oletetaan ettd, joukossa P¥ on osapolut: c, aa, ab, bb, bab ja bac. Naita

osapolkuja vastaava puu on esitetty kuvassa 5.



Kuva 5 Esimerkin 2 osapolkujen puu

Huomataan, ettd osapolku bac siséltdd ei-tasapainoisen osan, koska ei ole elementaarista
osapolkua, joka alkaisi ac. Né&in ollen osapolku bac ei voi olla osa tasapainopolkua.
Huomataan, ettd tima solmu poistuu, kun joukko P¥ ajetaan aiemmin esitetyn algoritmin lpi
(Berg, Kitti 2012). Kuvassa 6 on esitetty osapolkujen muodostama graafi ja osapelitaydelliset

tasapainopolut.

Kuva 6 Esimerkin 2 osapolkujen graafi



3.4 Tasapainopolkujen analysointi
Tassa osiossa on tarkoitus Kkertoa erilaisista tavoista joilla algoritmista saatuja
tasapainopolkuja voidaan analysoida. Tassa tyossa kéytettiin kolmea eri tapaa analysoida

polkuja.

3.4.1 Tasapainopolkujen dimensio

Ensimmainen tapa tulkita tasapainopolkujen hyvyyttd on tutkia niiden dimensioita.
Algoritmilla saatu graafi voidaan esittdd m X m vierusmatriisina D, missa m on graafissa
olevien solmujen lukumaara, ja D;; = 1 jos solmujen valilla on kaari ja vastaavasti D;; = 0
jos kaarta ei ole (Cvetkovic et al. 1997). T&man matriisin ominaisarvoja ja -vektoreita voidaan

hyodyntéé tasapainojen analysoinnissa.

Yksi fraktaalimittaustapa on Hausdorff dimensio. Se kertoo intuitiivisesti kuinka
tasapainotuotot tayttavat kaikkien mahdollisten tuottojen muodostaman tilan (Falconer 1988).
Itse Hausdorffin dimensiota ei voida suoraan laskea vaan lasketaan ns. affiinisuusdimensio.
Tama on hyva estimaatti Hausdorff dimensiolle. Affiinisuusdimensio voidaan maarittaa
seuraavan kaavan avulla

logp(D)

dlrnA(V) = - logo

misséd p(D) on vierusmatriisin suurin ominaisarvo. Mitd suurempi luku dim, (V) on, sitd

paremmin tasapainotuotot tayttavét kaikkien mahdollisten tuottojen muodostaman tilan.

3.4.2 Payoff-kuvaajat

Toinen tapa analysoida tasapainopolkuja on payoff-kuvaaja. Kuvaajiin on piirretty "kaikki”
tasapainotuottoja vastaavat pisteet. Yleisesti voidaan todeta, ettd kun diskonttauskerroin
kasvaa, muodostuu yhd enemmaén tasapainopolkuja ja usein myds enemmaéan elementaarisia
osapolkuja, ja néin ollen graafi kasvaa (Berg, Kitti 2012). Néistd kuvaajista voidaan néhda

edellisessd kohdassa esitetyn affiinisuusdimension kasvu.

3.4.3 Pelaajien valintojen frekvenssit

Kolmas tapa analysoida tasapainopolkuja on tutkia pelaajien tekemien valintojen
frekvensseja. Tama tarkoittaa sita ettd jos tasapainopolku on muotoa abba®, kasvattaa se
ainoastaan valinnan a frekvenssid. Frekvenssien tutkinnassa on tarkoitus selvitta,
vaikuttavatko elementaaristen osapolkujen maksimipituudet tai diskonttauskertoimet

merkittavasti eri valintojen frekvensseihin. Nama frekvenssit saadaan selville tutkimalla
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vierusmatriisin D ominaisvektoreita. Aluksi selvitetddn suurinta ominaisarvoa vastaava
ominaisvektori ja normeerataan se. Seuraavaksi verrataan t&t4 vektoria saatuihin
tasapainopolkuihin ja lasketaan frekvenssit eri valinnoille. Tdmda toteutetaan Matlab-

ohjelmistolla, kaytetty koodi 16ytyy liitteesta 1.

4. Tulokset

Ensimmaiseksi analysoitiin eri diskonttauskertoimien vaikutusta affiinisuusdimensioon.
Diskonttauskertoimia kokeiltiin kuutta erilaista. Nédma diskonttauskertoimet ja niiden

aiheuttamat dimensiot on esitetty taulukossa 2 ja kuvassa 7.
Taulukko 2 Affiinisuusdimensiot eri diskonttauskertoimilla

Diskonttauskerroin 0,33 0,43 0,53 0,63 0,73 0,83
Aff.dimensio 0,6252 1,0171 11,4958 2,3536 3,8743 6,9536

3 Aff.dimensio

1 |

0,33 0,43 0,53 0,63 0,73 0,83

Diskonttauskerroin

Kuva 7 Affiinisuusdimensioiden kuvaaja eri diskonttauskertoimilla

Kun § < 0,5 on affiinisuusdimensio sama kuin Hausdorff dimensio. Kun § > 0,5, eivat
dimensiot end yhdy. Hausdorff dimensio on kuitenkin likimain affiinisuusdimensio.
Hausdorff dimensio ei kuitenkaan tdmén pelin tapauksessa voi olla yli 2, koska kyseessa on
kahden pelaajan peli (Mauldin, Williams 1988, Ngai, Wang 2001). Taulukosta nahdaan, etta
diskonttauskertoimella on suuri vaikutus affiinisuusdimension suuruuteen. Dimensioiden erot

voidaan nahda hyvin payoff-kuvaajista.
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Kuvissa 8, 9 ja 10 on esitetty payoff-kuvaajat kolmelle eri diskonttauskertoimelle.
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Kuva 8 Payoff-kuvaaja kun é = 0,43

Kuva 9 Payoff-kuvaaja kun § = 0,53
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Kuva 10 Payoff-kuvaaja kun 6 = 0,63

Kuvissa akselit ovat molempien pelaajien odotetut tuotot. Kuvista ndhdaan siis selkeasti,
miten tila tayttyy enemmadn, kun diskonttausta kasvatetaan. Tama sama nahtiin myods
affiinisuusdimension kasvuna kuvassa 7. Taulukosta 2 n&hdain, ettd kun & = 0,63, on
affiinisuusdimensio yli 2. Kuvasta 10 havaitaan, ettd pisteiden (3,3) ja (4,2) ymparilla on
paljon pisteitd, mutta muualla on viela tyhjaa tilaa. Tama selittyy silla, ettd Hausdorff
dimensio kuvaa maksimaalista tiheyttd, eli payoff-joukko voi olla joissain kohdissa taysi ja
joissain kohdissa on vield tyhjaa tilaa.

Seuraavaksi analysoitiin, miten pelaajien valintojen frekvenssit kayttaytyvét kun diskonttausta
lisatdan ja/tai elementaaristen osapolkujen maksimipituutta kasvatetaan. Tutkittavaksi valittiin
kolme eri diskonttauskerrointa, ja kaikille kertoimille laskettiin frekvenssit kolmella eri polun

maksimipituudella. Ndmé& saadut frekvenssit on esitetty taulukossa 3.
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Taulukko 3 Frekvenssit prosentteina eri diskonttauskertoimilla ja polun maksimipituuksilla

Diskonttaus Elementaaristen osapolkujen Valinnat

maksimipituus

a b c d
0,68 10 18,46 % 27,08% 27,08% 27,37 %
0,68 8 18,65% 26,73% 26,73% 27,90%
0,68 6 21,62% 25,20% 25,20% 27,99 %
0,53 15 11,88% 31,56% 31,56% 25,00%
0,53 10 12,06 % 31,25% 31,25% 25,44 %
0,53 5 12,65% 30,61% 30,61% 26,14%
0,50 18 19,53% 22,01% 22,01% 36,46%
0,50 12 19,53 % 22,00% 22,00% 36,47 %
0,50 6 19,35% 21,58% 21,58 % 37,49 %

Taulukosta n&hdadn, ettd pienimmélla diskonttauskertoimella frekvenssit painottuvat
enemman valintaan d, eli pelin alkuperdiseen Nash-tasapainoon. Téalla kertoimella ei
elementaarisen osapolun maksimipituudella ole suurta merkitystd. Diskonttauskertoimella
0,53 frekvenssit painottuivat valintoihin b ja c¢. Tassa elementaarisen osapolun
maksimipituudella on suurempi merkitys kuin pienemmallad kertoimella, ei kuitenkaan
erityisen merkittavd. Diskonttauskertoimella 0,68 ovat valinnat b, c ja d lahes yhta suosittuja.
Tassa pienella lisdykselld elementaarisen osapolun maksimipituuteen oli jo huomattavasti

suurempi merkitys kun muilla diskonttauskertoimilla.

5. Johtopéaatokset
Ty0Ossa saatiin tulokseksi, ettd diskonttauskertoimen ja polun maksimipituuden kasvattaminen
aiheuttaa toistetulle pelille enemmén tasapainotiloja. Tdmé& johtuu siitd, ettd mitd enemmaén
tulevaisuudessa saatavaa tuottoa arvotetaan, sitd kannattavampaa on pelata jotain muuta kuin
alkuperdaista Nash-tasapainoa. Diskonttauskertoimen kasvattamisella oli suurempi vaikutus
affiinisuusdimensioon kuin valintojen frekvensseihin. Affiinisuusdimension kasvu voitiin
selkeésti n&hda payoff-kuvaajista. Polun maksimipituudella ei ndyttanyt olevan suurta

merkitysta  frekvensseihin  diskonttauskertoimilla 0,5 ja 0,53.  Suuremmalla
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diskonttauskertoimella 0,68 huomattiin maksimipituudella olevan vaikutusta frekvensseihin.

Tama vaikutus ei kuitenkaan ollut yhtd merkittdva kuin dimensioiden suhteen.

Tassa tyossa tutkimus tehtiin vain yhdelle pelille, joten jatkossa samankaltainen analysointi
olisi mielekasta tehda myds muille tunnetuille peleille. Mielenkiintoinen tutkimuksenkohde
voisi olla pelaajien valintojen frekvenssien kéyttaytyminen, kun diskonttausta ja/tai polun

maksimipituutta kasvatetaan.
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7. Liitteet

function [maxVector, dimension, maxValue, normit, X,
analyze (adj,names, diskonttaus)
$Etsi isoin ominaisvektori
adj=adj’';
[V dl=eig(adj);
$Maksimi ominaisarvo ja sen indeksi
[maxValue, index] = max(diag(d));
$Vastaava ominaisvektori V:ssa
maxVector = V(:,index);
%Laske Haurdorffin dimensio
dimension=-log (maxValue) /log(diskonttaus) ;
$Pilko syklit
X=[1;
[n m]=size (names);
for i=l:m
x=double (names (:,1));
eval ([ '"x=[' sprintf('%c ',sprintf('sld\n',x)) ']1" ]
[k 1]=size(x);
if 1==
X (end+1) =x;
else

X (end+1l)=x(end) ;
end
end
X=X";
%Laske frekvenssit
normit=maxVector/sum(maxVector) ;
frekvenssit=[{0 0 0 0];
[0 pl=size(X);
for h=l:o0

if X(h,:)==1

frekvenssit (1l,1)=frekvenssit(l,1)+normit (h, :

elseif X (h,:)==

frekvenssit (1,2)=frekvenssit(1l,2)+normit (h, :

elseif X (h,:)==

frekvenssit (1,3)=frekvenssit(1l,3)+normit (h, :

elseif X (h,:)==4

frekvenssit (l,4)=frekvenssit (1,4)+normit (h, :

end

end
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