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1 Johdanto

Optimointitehtavien ratkaiseminen on monien tieteen alojen keskeisid ongel-
mia. Kun halutaan minimoida tai maksimoida jotakin, muodostetaan op-
timointimalli. Esimerkiksi taloudessa halutaan minimoida sijoituksen riski
ja maksimoida tuottoa. Teollisuudessa voidaan taas olla kiinnostuneita ener-
gian kulutuksen minimoimisesta ja tuotannon maksimoimisesta. Erilaisia op-
timointiongelmia 16ytyy siis hyvin monilta osa-alueilta, ja niitd myos ratko-
taan hyvin erilaisilla menetelmilla kyseisestd optimointiluokasta riippuen.

Yleinen tehtédvaluokka optimoinnissa, erityisesti tilastollisten tehtivien yh-
teydessé, on pienimmén neliGsumman tehtdva (PNS), mikd on tdmén tyon
aiheena. PNS-tehtévissi optimoitava kohdefunktio ilmaistaan nelididen sum-
mana, mistd seuraa erityisid huomioon otettavia seikkoja muihin optimoin-
tiluokkiin nahden. Tyypillinen PNS-tehtdvd on matemaattisen mallin so-
vittaminen dataan, jossa haetaan mallin tuntemattomille parametreille op-
timaaliset arvot dataan ndhden. Tunnetuin ja yksinkertaisin tapaus tasti
on lineaarinen regressio, missi sovitetaan suora dataan. Lineaarisen regres-
sion parametrit pystytdin ratkaisemaan melko pitkélle analyyttisesti. Tamé&
ty6 rajataan kuitenkin epélineaarisiin PNS-tehtaviin, joiden ratkaisemiseen
tarvitaan numeerisia optimointimenetelmia. Ty&ssd tutustutaan niista kol-
meen: yleisestikin epélineaarisessa optimoinnissa kiytetty kvasi-Newton me-
netelmé, seké nimenomaan epélineaarisiin PNS-tehtéviin tarkoitetut Gauss-
Newton ja Levenberg-Marquardt menetelmét. Epélineaarinen PNS-tehtavi
on siis yleinen erikoistapaus rajoittamattomasta minimointitehtavista, jossa
kohdefunktio on epélineaarinen optimoitavien parametrien suhteen.

Optimointitehtdvain liittyy laheisesti kohdefunktion minimin késite:

Maésritelmi 1.1 (Paikallinen minimi). Olkoon f : R" — R. Piste * € R"
on funktion f paikallinen minimi, jos 3 € > 0 siten, etté

f(x*) < f(x), kun ||z — z*|| < ¢ V' € R™ (1.0.1)

O

Minimipisteen pitdd toteuttaa myos seuraavat ehdot:



Maisritelmé 1.2 (Vilttdmaton ehto paikalliselle minimille). Jos * on funk-
tion f(«) paikallinen minimi, pitee

Vf(x*) = 0. (1.0.2)
0
Ylld 0 on R™ nollavektori ja V = [8%1, s %]T on n-komponenttinen gra-

dienttivektori. Gradientin nollakohta takaa sen, ettd kyseessd on funktion
lokaali ddriarvokohta tai satulapiste. N&itd kutsutaan funktion f kriittisiksi
pisteiksi.

Maiadritelma 1.3 (Riittdva ehto paikalliselle minimille). Oletetaan, ettd f
on kahdesti jatkuvasti derivoituva pisteen x* ympéristossa. Jos * on f:n
kriittinen piste seki V2f(x*) on positiivisesti definiitti, on x* funktion f
paikallinen minimikohta. 0

Merkintd V2f(x) tarkoittaa fin toisista osittaisderivaatoista muodostuvaa
symmetristd Hessen matriisia pisteessd x. Hessen matriisin positiividefiniit-
tisyys takaa sen, ettd kyseessd todella on minimikohta. Todistukset sivuute-
taan, mutta ne 10ytyvit esimerkiksi lahteesté [1] sivuilta 5-6. Matriisin posi-
tiividefiniittisyyden mééritelmié ja tarkempaa tietoa 10ytyy lihteesté [2].

Luvussa 2 tutustutaan epélineaarisiin PNS-tehtiviin sekd ratkaisemisen l&-
hestymistapoihin yleiselld tasolla, ja luvussa 3 itse algoritmeihin. Luvussa 4
testataan, kuinka hyvin kukin algoritmi selvidd muutamasta esimerkkitehté-
vastd. Kaikki tyossé olevat esimerkit ja kuvat on tehty Matlab-ohjelmistolla.
Tyokaluina on kiytetty Matlabin Optimization Toolboxin solvereita fmi-
nunc [3], lsqnonlin [4] ja Isqcurvefit [5].



2 Epalineaariset pienimméan neliosumman teh-
tavat

Téssé luvussa esitelladn epélineaarinen PNS-tehtéava optimointitehtaviana ja
datan sovitus yleiselld tasolla. Luvussa on kiytetty ldhteind paddosin kirjoja
Optimointitehtdvien ratkaiseminen (Juha Haataja) [6], sekd Numerical Met-
hods for Unconstraines Optimization and Nonlinear Equations (J.E. Dennis
JR ja Robert B. Schnabel) [7].

2.1 Pienimmaéan neliosumman tehtiavi optimointitehti-
vana

Epélineaarinen pienimmén neliGsumman tehtdva on yleismuodoltaan seuraa-
va:

Miiritelmi 2.1 (Pienimmén nelidsumman tehtévi). Etsi * € R™, joka
minimoi funktion

f(@) = [r@)* = (@), 1)
i=1
0
missid m > n, || - || on Euklidinen normi ja r(x) : R” — R™ on epélineaarinen

parametrien & € R" suhteen.

Yleisimmin epélineaarisia PNS-tehtavia esiintyy datansovituksessa, jossa py-
ritddn sovittamaan a:n suhteen epélineaarinen malli a(t, ) datapisteisiin
(ti,yi),7 = 1,...,m nihden siten, ettd arvojen y; ja a(t;, ) vélisten erotusten,
eli residuaalien r;(x) = a(t;, ) — y; neliGsumma minimoituu. T&ll6in

m

min f(z) =Y (a(t, z) — ;). (2.1.2)

xeR" -
=1

Tehtévin 2.1.1 rakenteen vuoksi on syyté kiinnittidd erityistd huomiota gra-
dienttiin ja Hessen matriisiin, jotka poikkeavat tavallisesta rajoittamattomas-
ta minimointitehtavasta.

Funktion f(x) gradientti on n x 1 pystyvektori:

Vf(x)=2 Z ri(2)Vri(x) = 2J (2) " r(x), (2.1.3)



missi J(x) on residuaalivektorin r(x) = ((ri(x), r2(x), ..., rm(x))? Jacobin
matriisi:

Vir(z) —aglx(f”) e 82136(:)
J(x) = : =1 + ] (2.1.4)
VI, () _37’5;(1”3) . _3’5;(71?)
Funktion f(x) Hessen matriisi on
H(x)=2) (Vriz) Vri(z)" +ri(z) - Vri(z)) (2.1.5)
i=1
=2J(x)" J(x) + 28 (z), (2.1.6)

misséd matriisi S

S(z) = Z ri(2)Vr(x) (2.1.7)

kuvaa H (x):n toisen kertaluvun informaatiota eli kaarevuutta, ja osuus
J(z)'J(x) kuvaa ensimmiisen kertaluvun informaatiota.

Epélineaarisissa PNS-tehtévissa keskeisis termeja ovat myos pienen ja suuren
residuaalin ongelmat. Pienen residuaalin tehtédvé tarkoittaa, ettd optimipis-
teessd || f(x*)]| = 0 ja ||r(zg)|| — 0, kun @, — x*. Muuten saadaan suuren
residuaalin tehtdva. Mikéali residuaalit ovat nolla, tarkoittaa se datan sovi-
tuksessa sitd, ettd malli a(¢;, ) osuu tismalleen yhteen arvojen y; kanssa
jokaisessa datapisteessa.

2.2 Ratkaisemisen lahestymistavat

Tehtdvan 2.1.1 ratkaisemiseen on kaksi eri lihestymistapaa, jotka esitelladn
tassa alaluvussa yleiselld tasolla. Lahestymistavat liittyvéit toki laheisesti toi-
siinsa, kuten tullaan huomaamaan. Alalukujen teoria on padosin Ake Bjore-
kin kirjasta Numerical Methods for Least Squares Problems [8].



2.2.1 Lineaarinen malli

Tama ldhestymistapa voidaan ajatella seuraavan epélineaaristen yhtaloryh-
mien ratkaisemisesta r(x) = 0. Jo tistd voi paatelld, ettd tdma ldhestymis-
tapa toimii paremmin pienen residuaalin tehtavissi. Tastd 1ahtokohdasta on
luonnollista approksimoida residuaalifunktiota r(x) lineaarisella mallilla.

Maiaé&ritelma 2.2 (Lineaarinen approksimaatio). Residuaalifunktion r(x) :
R™ +— R™ lineaarinen approksimaatio h(x) pisteen x; l&heisyydessi on

h(x) = r(xy) + J(xx) (x — x). (2.2.1)

O

Koska tavoitteena on saada residuaalifunktio mahdollisimman pieneksi ja
ldhelle nollaa, saadaan tasté lineaarinen pienimmaén neliosumman tehtava

magn |7 (zx) + J (1) (2 — 1) ||, (2.2.2)

joka antaa estimaatin tehtdvin 2.1.1 ratkaisuksi. Téllainen lahestymistapa
kiyttad siis vain ensimmaiinen kertaluvun derivaattoja residuaalifunktiosta
r(x).

Tahéan lahestymistapaan, jossa jokaisella iteraatioaskeleella ratkaistaan jokin
kyseiseen menetelméin liittyva lineaarinen PNS-tehtavi, perustuu luvussa 3
esiteltdvit Gauss-Newton ja Levenberg-Marquardt menetelmit.

2.2.2 Kvadraattinen malli

Toinen ldhestymistapa voidaan katsoa olevan rajoittamattoman minimoin-
nin erikoistapaus. Se perustuu kohdefunktion f(x) kvadraattiseen malliin:

Miairitelma 2.3 (Kvadraattinen approksimaatio). Funktion f : R™ — R

kvadraattinen approksimaatio eli toisen kertaluvun Taylorin polynomi g(x)
pisteen x;, ldheisyydessé on [9):

g(®) := f(@x) + V(i) (2 — x) + %(fﬂ — @) H () (@ — ). (2:2.3)

O



Vialttaméaton ehto g:n minimille on gradientin nollakohta:

Vg(x) = Vf(xy) + H(x)(z — x)) = 0. (2.2.4)

Sijoittamalla a:n paikalle seuraava iteraatiopiste ., ja ratkaisemalla yhta-
16 2.2.4 x)1:n suhteen, saadaan perusmuodossa oleva Newtonin menetelma:

T =Ty + pr =z, — H(zp) 'Vf(xp). (2.2.5)

Monissa optimointimenetelmissd hakusuunta saadaan ratkaistua muodosta
Bypr, = —V f(x). Térkeita esimerkkeja ovat [10]:

By, = I — Gradienttimenetelma (2.2.6)
B, = H(x;) — Newtonin menetelma (2.2.7)
By, = H(x;) — kvasi-Newton menetelmiit (2.2.8)

Kun sijoitetaan PNS-tehtdvian gradientti 2.1.3 ja Hessen matriisi 2.1.5 yhta-
166n 2.2.5, saadaan Newtonin iteraatioksi

T =z — (J ()" I () + S(wk))_l (J () (k). (2.2.9)
missd hakusuunta p, saadaan siis yhtalosta

Newtonin iteraatio ei ole kuitenkaan usein kiytetty menetelmé PNS-tehtévissa.
Téamai johtuu siitd, ettd Hessen matriisin toisen kertaluvun osuuden S(x) las-
keminen voi olla usein liian raskasta.

Kvadraattiseen malliin perustuvat lahestymistavat kayttavit siis hyvéksi en-
simmaisten derivaattojen lisdksi toisen kertaluvun derivaattoja joko ekspli-
siittisesti tai implisiittisesti. Tdhédn ldhestymistapaan perustuu luvussa 3 esi-
teltdva kvasi-Newton menetelmé, jossa Hessen matriisia arvioidaan approk-
simatiivisesti iteratiivisten paivitysten avulla.



3 Ratkaisumenetelmat

[teratiivisista ratkaisumenetelmistd puhuttaessa suppeneminen (optimiin) on
keskeinen kisite. Seuraavat maaritelmat ovat Juha Haatajan kirjasta Opti-
mointitehtévien ratkaiseminen [6].

Miaritelmé 3.1. (Suppeneminen) Jono x; € R™ k = 1,2... suppenee kohti
arvoa x* € R", jos

lim ||z, — z*|| = 0. (3.0.11)
k—o0

0

[teratiivisten menetelmien ominaisuuksiin kuuluu tdten myos suppenemisen
kertaluku:

Maiéé&ritelma 3.2. (Lineaarinen ja neli6llinen suppeneminen) Jos on olemassa
vakio 0 < ¢ < 1 ja kokonaisluku N > 1 siten, ettd kaikilla £ > N pétee

s — '] < clla, — 2], (3.0.12)

suppenee jono lineaarisesti. Tlloin siis virhe ||x, 1 — «*|| vihenee likimain
vakiotekijalla jokaisella iteraatiolla. Jos taas jollakin nollaan suppenevalla
jonolla ¢, patee

[@r 1 — 27| < celle — 2], (3.0.13)
suppenemisen sanotaan olevan superlineaarista. Lisdksi, jos
|lri1 — || < cllz, — =¥, (3.0.14)

on suppeneminen kvadraattista. O

Esimerkiksi gradienttimenetelmé suppenee yleensé lineaarisesti ja Newtonin
menetelma kvadraattisesti.

Tassd luvussa tutustutaan kolmeen algoritmiin, joita testataan luvussa 4.
Kvasi-Newton menetelmét ovat yleisesti kiytettyja menetelmis rajoittamat-
tomassa optimoinnissa, eikd tassd esitettdvdd versiota ole modifioitu juuri
PNS-tehtéviin. Gauss-Newton ja Levenberg-Marquardt menetelmit taas ovat
tarkoitettu nimenomaan epélineaarisiin PNS-tehtiviin. Lihteind on kiytetty
pédosin kirjoja [6] [11] (Juha Haataja) ja |7] (J.E. Dennis JR ja Robert B.
Schnabel).



3.1 Kvasi-Newton menetelma

Kvasi-Newton menetelmit eli sekanttimenetelméit perustuvat kvadraattisen
mallin lahestymistapaan, ja ovat epilineaarisessa optimoinnissa ehki eni-
ten kiytettyjd menetelmii. Ne sopivat tilanteisiin, joissa kohdefunktion Hes-
sen matriisi on vaikea tai raskas laskea. Kuten kappaleen 2.1 lopussa to-
dettiin, tdma usein pétee epélineaarisiin PNS-tehtiviin. Kvasi-Newton me-
netelmien modifikaatiot ovat térkeitd eritoten silloin, kun kohdefunktio on
vahvasti epélineaarinen tai kun residuualit ovat suuria, eli kun ||S(x)| on
suuri. Ideana on, ettd Hessen matriisille muodostetaan arvio By, jota ei las-
keta vain yhdesséa iteraatiopisteessi xy, vaan sitd arvioidaan véhitellen itera-
tiivisten péivitysten avulla kidyttden hyviksi vain aikaisemmilla iteraatioilla
laskettuja gradienttivektoreita. Hessen matriisin arvioon péivitystavalle on
monia eri tapoja, mutta téssi esitellddn vain yksi yleisemmisté, eli BEFGS-
sekanttimenetelmé (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). Alaluvussa esitet-
tava teoria l16ytyy lahteestd [11].

Uuden iteraatioaskeleen suunta p; saadaan jo kappaleessa 2.1 todetusta yh-
talosta

Iteraatioaskeleen pituus valitaan viivahaulla (katso Juha Haataja [6] ja [11]).
Perusidea on, ettd lasketaan ensin hakusuunta py, jonka jilkeen kuljetaan
kyseiseen suuntaan kunnes l6ydetdén likiméddrdinen minikohta. Viivahaku on
siis yksiulotteinen optimointitehtdvi, jossa askelpituudeksi valitaan

A\ = arg Igiglf(pk + Apy). (3.1.2)
Né&in voidaan saada algoritmin suppeneminen varmemmaksi ja estdi liian

pitkét askeleet.

Hessen matriisin arviota paivitetdan iteratiivisesti kvasi-Newton menetelmas-
té riippuvalla matriisilla Qy:

By = By + Q. (313)

Tarkastellaan seuraavaksi matriisin By, paivitykseen liittyvid ehtoja. Kohde-
funktion f(x)m oletetaan olevan kahdesti jatkuvasti derivoituva. Integraali-
laskennan véliarvolauseesta saadaan



V(i) = Vf(xr)+ (/01 V2 f(zp+t(This —:ck))dt> (Tpy1— ). (3.1.4)

Kun merkitdin s, = @p11 — @k, Yy = Vf(xp1) — Vf(xr) ja 2(t) = @ +tsy,
saadaan

(/01 V2f(z(t))dt> Sk = Yk, (3.1.5)

missé integraalissa laskettava matriisi on ikdén kuin keskiméérdinen Hessen
matriisi janalla z(t) € [@y, k1] Gradientin muutos saadaan siis, kun otettu
askel s kerrotaan talla matriisilla. Taméan tarkastelun perusteella matriisi
By, valitaan siten, ettd se toteuttaa sekanttiyhtalon

By (i1 — @) = Vf(@pi1) — V(). (3.1.6)

By 1:n tulisi yleensé olla my6s symmetrinen ja positiivisesti definiitti algorit-
min tehokkuuden ja stabiiliuden varmistamiseksi [7]. BFGS-sekanttimenetelmén
tapauksessa positiividefiniittisyyden séilymisen takaa ehto yf s > 0 (todis-
tus esimerkiksi lahteessd 7] sivuilla 199-201).

Osoitetaan vield, ettii ehto yi s > 0 pysyy voimassa iteraation kuluessa:

Olkoon Bj symmetrinen ja positiividefiniitti matriisi. Iteraation alussa voi-
daan valita esimerkiksi By = I. Lasketaan hakusuunta p, kaavasta 3.1.1,
joka on funktion vdhenemissuunta Bj:n positiividefiniittisyyden perusteel-
la. Hakuaskeleen pituus l6ydetiddn viivahaulla @, 1 = @ + \gpr, A > 0.
Talloin patee

ul si = (VS (@) 1 = VF @2) B, (3.1.7)

Koska pj, on funktion viihenemissuunta, on —V f(x,)? py. positiivinen. Lisik-
si Vf(xpy1)T pr saadaan mielivaltaisen pieneksi tarkalla viivahaulla, joten
positiividefiniittisyyden siilymisen takaava ehto y} s, > 0 pysyy voimassa.
Algoritmissa 1 esitelliin BFGS-menetelmé pseudokoodina [11].

BFGS-menetelmé suppenee yleensi vain superlineaarisesti, mutta matriisien
B, positiviidefiniittisyyden ansiosta menetelmé on hyvin mééaritelty ja luo-
tettava, jota voi kiiyttdd moniin erilaisiin optimointitehtaviin.
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Algorithm 1 BFGS-sekanttimenetelmé

Valitaan alkuarvaus x; ja By (esim By =1I)jae >0
k=1
repeat

Haetaan suunta py: Bypr = —V f ()

Viivahaku: &y 1 = @i + \ePx

S = L1 — Tk

yk:Vf(a:kH)—Yf(:ck) .
: Bysi.si B
Bk+1:Bk+ykyk— kSkSE Dk

=k+1
until |V f(xg)| <€

3.1.1 Kvasi-Newton menetelmit PNS-tehtavissa

Vaikkakin usein kiytetty, standardimuotoinen BFGS-menetelmé ei kuiten-
kaan ole paras kvasi-Newton menetelméin perustuva vaihtoehto epélineaa-
risiin PNS-tehtéviin, koska se ei ota huomioon Hessen matriisin H(x) =
2J (x)TJ(x) + 2S(x) erityisti rakennetta, vaan approksimoi suoraan koko
Hessen matriisia.

Tamén takia onkin kehitetty hybridimetodeja, jotka voivat vaihdella BEGS-
menetelmin ja Gauss-Newton -tyyppisen menetelmén vililld. Vaihtoehtoi-
sesti voidaan implementoida kvasi-Newton menetelmé, joka ottaa huomioon
Hessen matriisin erityisrakenteen siten, ettd ensimmaisen kertaluvun kiytto-
kelpoinen termi J(x)?J(x) otetaan sellaisenaan, ja vain toisen kertaluvun
termid S(x) arvioidaan iteratiivisesti sekanttimenetelmien tapaan. Tamé&n
tyyppisen kvasi-Newton menetelmén periaate on siis seuraava:

— By = 2J (xp41) " T (€h41) + 24541,

missd Ay ja Ag 1 ovat sekanttiapproksimaatioita matrsiiseille Sy, ja Sy 1. Ta-
ménkaltaiset menetelmét ovat robustimpia, mutta myés monimutkaisempia
kuin lineaariseen malliin perustuvat menetelmét. Lisdd tietoa 16ytyy esimer-
kiksi Weijun Zhoun ja Xiaojun Chenin artikkelista Global Convergence of a
New Hybrid Gauss-Newton Structured BFGS Method for Nonlinear Least
Squares Problems (2010) [12] seké lihteista [7] ja [8].
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3.2 Gauss-Newton menetelma

Gauss-Newton menetelmi on yksinkertaisin vaihtoehto PNS-tehtdvien rat-
kaisemiseen, joka perustuu lineaarisen mallin ldhestymistapaan. Gauss-Newton
iteraatioaskel x| = o) + pr on lineaarisen PNS-tehtévin 2.2.2 ratkaisu:

o1 — @i — (J(ack)TJ(wk)>_IJ(:ck)r(:ck). (3.2.1)

Hakusuunta p; saadaan ratkaistua siis jokaisella iteraatioaskeleella yhtalosta

J(xp) T () pr = —J (z1)7 (). (3.2.2)

Téastd huomaakin, ettd Gauss-Newton eroaa kvadraattiseen malliin perustu-
vasta Newtonin menetelméstd vain siten, ettd Hessen matriisin toisen ker-
taluvun informaatio S(x) jitetdin huomioitta. TAmén perusteella menetel-
mén toimivuus riippuu pitkalti siitd, kuinka merkittédva osuus termilld S(x)
on Hessen matriisissa H(x) = 2J(x)TJ(x) + 2S(x).

Mikali kohdefunktio on vain lievésti epélineaarinen tai residuaalit ovat pie-
nid optimin ldhelld, eli ||S(x*)|| on pieni, menetelmé suppenee lineaarisesti.
Jos ||S(x*)|| = 0, Gauss-Newton suppenee jopa kvadraattisesti kuten New-
tonin menetelméd [7]. Tdmén takia menetelmé soveltuu myds epélineaaristen
vhtédloryhmien ratkaisemiseen. Jos taas ||.S(2*)|| on suuri, menetelmé suppe-
nee hitaasti tai saattaa jopa hajaantua. Mitd suurempi S(x*) on verrattuna
osuuteen J(z*)TJ(x*), sitd huonommin Gauss-Newton menetelmé todenné-
koisesti toimii. Siksi menetelma tarvitsee usein hyvin alkuarvauksen.

Toinen huono puoli menetelmassa on, ettd mikéili Jacobin matriisi ei ole tay-
siasteinen (eli jos sen kaikki sarakkeet eivit ole lineaarisesti riippumattomia),
tai jos Jacobin matriisi on héiridaltis, ei iteraatioaskel ole hyvin méaritelty.
Tamén voi kiertdd tekemdalld Jacobin matriisille esimerkiksi singulaariarvo-
hajotelma (katso Juha Haatajan kirja [6]), jolloin ratkaisu 16ytyy vaikka Jaco-
bin matriisi olisi singulaarinen tai hairidaltis. Hajotelman laskeminen vaatii
toisaalta melko paljon tyota.

Jos J () kuitenkin on téysiasteinen, on iteraatioaskel aina laskusuuntaan,
mutta saattaa olla lilan pitkd, jolloin kohdefunktion arvo ei valttamatta pie-
nene jokaisella iteraatiolla. Tamén perusteella Gauss-Newton menetelmia voi
parantaa esimerkiksi viivahaulla, jolloin iteraatioaskel ndyttid seuraavalta:
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-1

Tiir = Ty, — )\k<J(:1:k)TJ(a:k)> J () (). (3.2.3)
Viivahausta huolimatta iteraatioaskel ei ole hyvin maaritelty mikali J(xy) ei
ole taysiasteinen.

Gauss-Newton algoritmi pseudokoodina (ilman viivahakua) [13] esitetddn al-
goritmissa 2.

Algorithm 2 Gauss-Newton menetelmé

Valitaan alkuarvaus x; ja e > 0

k=1

repeat
Haetaan suunta py: J ()’ J (zp)pr = —J (z) T ()
Tpi1 = T + Pk
k=k+1

until ||J(zp 1) 7 (zry)]| < €

Kuten melkein kaikissa optimointimenetelmissé, myos Gauss-Newtonista 16y-
tyy erilaisia modifikaatioita. Naistd 16ytyy lisdéd tietoa esimerkiksi ldhtees-
ta [13].

Toinen tapa saada Gauss-Newton -menetelmén suppeneminen varmemmak-
si on ns. luottamusalueen kiytto, johon perustuu seuraavassa tarkasteltava
Levenberg-Marquardt menetelma.

3.3 Levenberg-Marquardt menetelma

Levenberg-Marquardt menetelmé on suosituimpia menetelmia epéilineaarisis-
sa PNS-tehtdvissi, joka perustuu myos lineaarisen mallin ldhestymistapaan.
Suurena etuna Gauss-Newtoniin ndhden on, etti iteraatioaskel on hyvin maa-
ritelty, vaikka J(xj) ei olisikaan téysiasteinen tai olisi hiiridaltis. Se perus-
tuu ns. luottamusalueen kiyttoon, jossa ratkaistaan seuraava PNS-tehtdvi
(vertaa yhtdloon 2.2.2)

min (|17 (@)p + (@) |2+ mllpel ). (3:3.1)

missd parametri pg > 0 rajoittaa pg:n kokoa, ja varmistaa hakusuunnan ker-
toimen posivitiividefiniittisyyden, jolloin p, on hyvin mééritelty laskusuunta.
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Tarkempi kuvaus menetelman luottamusalueeseen perustuvasta luonteesta
16ytyy lahteisté 7], [8] ja [14]. Yleisempi kuvaus luottamusaluemenetelmisté
16ytyy léhteestd [6].

Suppenemisominaisuuksiltaan Levenberg-Marquardt on melko samanlainen
kuin Gauss-Newton. Jos kohdefunktio on vain lievisti epélineaarinen tai al-
kuarvaus on tarpeeksi hyvi, Levenberg-Marquardt saattaa olla hieman hi-
taampi, koska luottamusalue voi vaikuttaa hidastavasti suppenemiseen. Toi-
saalta se on myo6s robustimpi, eli ratkaisu 10ytyy todenndkdisemmin vaikka
alkuarvaus olisi kauempana optimista. Levenberg-Marquardt selvidd myos
suuren residuaalin tehtdvistd paremmin kuin Gauss-Newton, vaikka saattaa-
kin supeta hitaasti.

Tehtdvin 3.3.1 ratkaisuna saadaan Levenberg-Marquardt iteraatioaskel

L1 = T — (J(wk)TJ(wk) + ,ukI>_1J(mk)Tr(:ck). (3.3.2)

Yhtapitavisti py saadaan siis jokaisella iteraatioaskeleella yhtalosté

(J(:vk)TJ(mk) n /LkI)pk — —J(z) (). (3.3.3)

Joskus suppenemista voidaan saada nopeutettua korvaamalla identiteetti-
matriisi diagonaalimatriisilla diag(J (zy)"J(x},)), joka ikiidin kuin skaalaa
gradientin komponentit kaarevuuden mukaan, jolloin voidaan valttda hidas
suppeneminen suuntiin, joissa gradientti on pieni. T&ll6in hakusuunta rat-
kaistaan siis yhtalosta

(J(-’Bk)TJ(wk) + ukdiag(J(:vk)TJ(wk))>pk = —J(xp) r(@r).  (3.3.4)

Parametrin p;:n médrittdmiseen ja péivittdmiseen on monia implementaa-
tioita, joista muutamia loytyy esimerkiksi ldhteista [15] ja [16]. Jos uy on
suuri, on Levenberg-Marquardtin askel ldhelld jyrkimman laskun suuntaa
eli negatiivista gradienttia. Talloin my6s askeleen pituus on pieni. Jos py
on pieni, on menetelmé ldhelld Gauss-Newton menetelmad. Niin on yleen-
si etenkin ldhelld optimia. Levenberg-Marquardt hakusuunta on siis jotain
Gauss-Newton suunnan ja negatiivisen gradientin suunnan vélilta.

Erds tapa pg:n paivittdmiseen on adaptiivinen menettely, jossa px:n arvoa
kasvatetaan tarvittaessa iteraatio iteraatiolta, mutta muuten pienennetéin.
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Tahan perustuva Levenberg-Marquardt algoritmi on esitetty pseudokoodina
algoritmissa 3 [6].

Algorithm 3 Levenberg-Marquardt menetelmé

Valitaan alkuarvaus x; ja € > 0
Asetetaan p; = 0.01 jav =10 sekd k =1
repeat
Asetetaan py, = pug /v
repeat
Ratkaistaan hakusuunta p, yhtalosta 3.3.3 tai 3.3.4
L1 = T + Pk
if f(xgr1) > f(xx) then
M = Uk
end if
until f(zi1) < fla)
Pr1 = pig ja k =k +1
until [|J (zp1)" f(@)]| <€

4 Menetelmien testaaminen

Téssé luvussa kokeillaan algoritmeja muutamalla esimerkkitehtavalla. Gauss-
Newton menetelmé on ohjelmoitu itse, koska sitd ei matlabin nykyversiois-
ta endd 16ydy. BFGS-menetelmé 16ytyy matlabin solverista fminunc [3], ja
Levenberg-Marquardt taas solvereista Isqnonlin [4] ja Isqcurvefit [5]. Algo-
ritmeissa 1 ja 3 on kuvattu menetelmien perusideat yksinkertaisena pseudo-
koodina. Matlabin sisdiset toteutukset ovat kuitenkin todennikdisesti moni-
mutkaisempia. Tehtdvien ratkaisussa taulukoidaan iteraatioiden méaarat kul-
lekkin algoritmille miké vaadittiin globaalin optimin saavuttamiseen, mikéli
ne sinne paasivat.
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Taulukoita varten kiytetdin seuraavia notaatioita:

GN = Gauss-Newton ilman viivahakua

GN,= Gauss-Newton viivahaulla

LM = Levenberg-Marquardt, jossa hakusuunta ratkaistaan yhtalosta 3.3.3
LM,= Levenberg-Marquardt, jossa hakusuunta ratkaistaan yhtilosta 3.3.4
BFGS = Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno sekanttimenetelma

* = hajaantuu

p = suppenee, mutta ei globaaliin minimiin

4.1 Yksinkertainen sinifunktio

Aloitetaan yksinkertaisella tehtévillé, jonka tarkoitus on havainnollistaa epé-
lineaarisen PNS-tehtévin idea kiytannossa. Oletetaan, ettd haluamme sovit-
taa 4 datapistetta

Taulukko 1: datapisteet

(t1,y1) ‘ (t27y2) ‘ (t3uy3) ‘ (t47y4)
(—2,-2) | (0,0) [(2,2) |(4,-15)

yksinkertaiseen sinifunktioon

a(t,x) = 2sin(z1t + z3). (4.1.1)
Optimoitavana on siis 2 parametria: & = §1>, r1 = taajuus ja ro = vaihe-
2

siirto. Nyt r;(x) = 2sin(x1t; + x2) — y;, 0 = 1, ...4, jolloin pienimmén nelio-
summan tehtdviksi saadaan yleismuodossa 2.1.1:

min f(x) = 2(2 sin(21t; + 12) — y:)%. (4.1.2)

zeR?
=1

Residuaalivektorin 7(x) Jacobin matriisi J(x) € R**? on

2ty cos(zqty + x) 2cos(xity + x2)
J(z) = 2ty cos(zqty + ) 2 cos(xils + x3)
2t5 cos(z1ts + xa) 2cos(xits + x2)
2t4 COS(iL'lt4 + CL’Q) 2 COS([L’1t4 + $2)

(4.1.3)
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ja gradientti Vf(x) € R?*! on

Vi(x)=2J(z) r(z)
_ 9 ( Z?zl 2t; cos(x1t; + xQ)n(m)) .

Zle 2 cos(xqt; + xo)ri(x)
Ratkaistaan tehtdva kullakin luvun 3 algoritmilla kdyttden alkuarvausta

Ty = <2> . Tehtédva on niin yksinkertainen, etta jokainen algoritmi selvisi teh-

) . o - . 2.1 C
tavastd helposti. Optimaalisiksi parametreiksi saatiin &* = (3 13), jolloin

kohdefunktion arvo on f(x*) = 0.0514. Kyseessd on siis pienen residuaalin
tehtava.

Iteraatioiden méariat nakyvit taulukossa 2 ja optimaalinen sovitus kuvassa
1.

Taulukko 2: Tteraatioiden maara

| BEGS | LM | LM, | GN | GN,
Iter. lkm | 9 7 |7 |10 |6

o datapisteet {t,y)

sovitettu funktio

Kuva 1: Sinifunktio dataan sovitettuna
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Niin yksinkertaisessa ja pienessi tehtivissi ei nde vield suuria eroja mene-
telmien suorituksissa, silld residuaalit ovat ldhelld nollaa.

Néytetddn seuraavaksi, minkélainen vaikutus suuremmilla residuaaleilla on
tehtavaan. Vaihdetaan mittauspiste y3:n tilalle selvasti muusta datasta poik-
keava arvo; y3 = 6, ja tehdddn sama sovitus uudestaan samalla alkuarvauk-
sella. T&lla on vaikutusta sekd optimiin ettd kohdefunktion arvoon, koska

2.19\ .
3. 27), ja kohdefunk-

tion arvo f(x*) = 16.67 eli selvésti suurempi. Iteraatioiden maérit nikyvit
taulukossa 3.

nyt r3(x) on suurempi. Nyt optimiksi saadaan x* = (

Taulukko 3: Iteraatioiden maara

| BEGS | LM | LM, | GN | GN,
Tter. Ikm | 9 (12 |12 [+ |18

Tastd huomaa, ettéd residuaalien kasvaessa suuremmiksi Gauss-Newton me-
netelmé hidastuu, ja téssi tapauksessa jopa hajaantuu mikéli ei kiytetd vii-
vahakua. Robustimmat menetelmét Levenberg-Marquardt ja kvasi-Newton
ratkaisivat tehtdvin edelleen helposti, vaikkakin myos Levenberg-Marquardt
hidastui hieman.

Jos datapisteiden oletetaan olevan tarkkoja, ei suuren residuaalin tapaukses-
sa malli 4.1.1 tietenkddn endd kuvaa dataa kovinkaan hyvin. Tall6in sovi-
tusta voidaan parantaa muokkaamalla mallia esimerkiksi siten, ettd otetaan
kolmanneksi optimoitavaksi parametriksi amplitudi, mikd oli tdssd esimer-
kissa vakio 2. Joskus data voi kuitenkin olla hiirioistd, mikéd tarkoittaa etta
mittauspisteiden joukossa voi olla suuriresiduaalisia pisteita, vaikka sovitet-
tavassa mallissa ei olisi mitddn vikaa. Taméntyyppisissd tehtiavissi jokaiseen
mittauspisteeseen voidaan liittaa tietty epdvarmuus eli painokerroin. Jos tie-
detddn, ettd jokin suuriresiduaalinen piste on esimerkiksi mittausvirhe tai
ettd mittauspiste on epatarkka, se voidaan joko jattdd huomioitta tai an-
taa sille pieni painokerroin. Painotettu pienimmaéan nelisumman tehtava ei
kuitenkaan kuulu tdmén tychon aiheisiin, joten néisséi esimerkeissé jokaisel-
la mittauspisteelld on sama painokerroin, eli 1. Tyon intressien kannalta on
muutenkin mielenkiintoisempaa pitdd suuren residuaalin pisteet mukana op-
timoinnissa.

Taméan esimerkin tarkoitus oli 1dhinné esitelld epilineaarinen PNS-tehtavi
kiytdnnon tasolla, ja havainnollistaa residuaalien suuruuden vaikutusta. Seu-
raavat esimerkit ovat todenmukaisempia ja hieman monimutkaisempia.
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4.2 Gaussin funktio

Kuvassa 2 nékyy tuhannen pisteen testidata (¢;,v;),7 = 1,...1000 joka l6ytyi
Bucknellin yliopiston sivuilta [17].

ns8f

06f

04F

n2F

A -20 -10 0 10 20 30 40 50

Kuva 2: Datapisteet, joihin sovitetaan Gaussin funktio

Tahan dataan on tarkoitus sovittaa Gaussin funktio:

~(t=ap)®

a(t,x) =16 *D 414 (4.2.1)

Optimoitavana on siis neljd parametria. x; on amplitudi, x5 on kiyran huipun
keskipisteen kohta, x5 kontrolloi kiyrén leveytté ja x4 on termi, jota funktion
arvot asymptoottisesti lahestyvit huipulta poispéin tultaessa.

Residuaali kohdassa t; on

—(t;—wg)*

ri(x) = a(t;, ) — y; = x1e (=) oy — Ui, (4.2.2)

jolloin pienimman nelibsumman tehtdviksi saadaan kaavan 2.1.1 mukaan
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1000 —(t;—p)?
min =Y (ze *D 4z —y)” (4.2.3)
TcR* )

Gradientti ja Jacobin matriisi lasketaan kuten edelld, kaavojen 2.1.3 ja 2.1.4
mukaan.

Kuvasta 2 pystyy pédttelemédin melko hyvit alkuarvaukset parametreille.
Amplitudi néyttéisi olevan noin 1, huipun keskikohta suunnilleen 10, leveys
huipulta noin 10 ja vakiotermi 0. Kukin algoritmi pystyi ratkaisemaan tehté-
véan talla hyvilla alkuarvauksella. Talloin parametrien optimaalisiksi arvoiksi
tulivat

1,006
.| 10,237
= | 5 0ur2 (4.2.4)

—0,0064

jolloin kohdefunktion arvo eli residuualien neliGsumma on f(x*) = 3,4065.
Kunkin algoritmin iteraatioiden méaarat ndkyvit taulukossa 4, ja dataan so-
vitettu nelibsumman minimoiva kayrd on kuvassa 3.

Taulukko 4: Tteraatioiden méird hyvilld alkuarvauksella xo = (1,10,10,0)7

| BFGS | LM | LM, | GN | GN,
Iter. Ikm [ 25 [4 [4 |8 |8

Kuvan 3 perusteella Gaussin funktio kuvaa hyvin testidataa. Residuaalit ovat
tehtévissa edelleen melko pienid, mutta kohdefunktio arvo ei kuitenkaan ihan
ldhelle nollaa padse. Tassd tapauksessa Gauss-Newton on jo hitaampi kuin
Levenberg-Marquardt.

Kokeillaan seuraavaksi tehtivin ratkaisemista tdysin surkealla alkuarvauk-
sella. Ei ole tietenkdédn viisasta valita huonoa alkuarvausta, jos sen pystyy
kuvasta paittelemiin kuten téssd tapauksessa, mutta aina néin ei ole. Tu-
lokset huonolla alkuarvauksella ovat taulukossa 5.

Tasta tulee jo paremmin ilmi Levenberg-Marquardtin robustisuus. Se 10y-
si optimin edelleen vain 21 iteraatiolla huonosta alkuarvauksesta huolimat-
ta. Tamén perusteella on jo helppo ymmartad, miksi se on paljon kiytet-
ty menetelmé epélineaarisissa PNS-tehtivissi. Téssd tapauksessa diagonaa-
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+  datapisteet (t.y]

121 * — sovite alt,x) H

08r

06F

cy -20 -10 0 10 20 30 40 a0

Kuva 3: Gaussin funktio sovitettuna dataan

Taulukko 5: Iteraatioiden mé&arad huonolla alkuarvauksella x, =
(100, —20, 40, —20)T

‘ BFGS ‘ LM ‘ LMy ‘ GN ‘ GN,
Iter. lkm ‘ 17,p ‘ 21 ‘ 27 ‘ * ‘ *

limatriisin diag(J ()" J(2x)) kilyttiminen identiteettimatriisin tilalla jo-
pa hieman hidasti iteraatiota, jolloin globaali optimi 16ytyi 27 iteraatiolla.
Gauss-Newton hajaantui sekd viivahaulla ettd ilman. Tdma saattaa johtua
siitd, ettd Jacobin matriisi voi olla héiridaltis kaukana optimista, koska eks-
ponenttifunktion arvot muuttuvat paljon pienistikin parametrien muutok-
sista. BFGS-menetelmé taas viitti 16ytdneensd jonkun paikallisen minimin,
jossa parametrien arvot olivat kuitenkin kaukana globaalista optimista ja so-
vitus ei vastannut ollenkaan datapisteita. Téstéd jo ehkd huomaa, ettei BEGS
ole tarkoitettu nimenomaan PNS-tehtéviin, vaikka hyvilla alkuarvauksella
pystyikin ratkaisemaan tehtdvin melko vaivattomasti.
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4.3 Kolmiulotteinen esimerkki

Otetaan viimeiseksi vield haastava esimerkki, miké osoittautui vaikeaksi teh-
tavaksi kaikille menetelmille. Tadméan esimerkin testidata on perdisin yhdys-
valtalaisen National Institute of Standtards and Technologyn (NIST) tehté-
vaarkistosta [18]. 128 pisteen mittausdata kuvaa eristeen lapilyontivahvuutta
kilovolteissa (y) ajan (t1) sekd lampotilan (o) funktiona. Sovitettava malli
on seuraavanlainen:

Cl(tl, tQ, .’B) = + x2t167x3t2 (431)

Malli halutaan sovittaa y:n logaritmin suhteen, jolloin pienimmén neliGsum-
man tehtdviksi saadaan:

128
. _ t e Tt ; 4.3.2
min f(x) ;:1 (w1 + atyse 0g(y:)) ( )

Optimoitavana on siis kolme parametria = (21, T2, v3)7 . Gradientti ja Jaco-
bin matriisi lasketaan niin ikdan kuten edellé.

Tehtéiviin globaali optimi on x* = (2.5907,5.618 - 1079, —5.770 - 1072)T ja
kohdefunktion arvo f(x*) = 3.798. NIST:n sivuilla oli myds annettu muu-
tama alkuarvaus tehtdvian ratkaisemiseen. Kokeillaan ensin alkuarvauksella,
joka on melko 1dhelld optimia. Tulokset ovat taulukossa 6 ja sovitettu malli
kuvassa 4.

Taulukko 6: &y = (2.5,5-107% —5-1072)7

| BEGS | LM | LM,y | GN | GN,
Tter. Ikm [ 0,p  [95 |32 [x |41

Kohdefunktion arvo on todella herkki parametrien muutokselle. Vaikka al-
kuarvaus on ldhelld optimia, on kohdefunktion arvo silti jopa f(xo) = 56.923.
Jacobin matriisikin on ldhelld singulaarista, joten Gauss-Newton hajaantuu
ilman viivahakua. Viivahaun kanssa se kuitenkin 16ysi globaalin optimin jopa
41 iteraatiolla. LM vaati 95 iteraatiota, kun taas LM, ainoastaan 32. BFGS-
menetelmi taas ei edes péddssyt alkupisteesti liikkeelle. Matlab ilmoitti, ettéd
menetelméi ei pysty pienentdméin kohdefunktion arvoa kyseiseen hakusuun-
taan. Hessen matriisin arvio B; on alustettu identiteettimatriisiksi, jolloin
menetelmdn ensimméinen askel on negatiivisen gradientin suuntaan, mik&a
saattaa olla huono suunta téissi tapauksessa.
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Kuva 4: Sovitettu malli

Kokeillaan lopuksi vield huonommalla alkuarvauksella. Tulokset ovat taulu-
kossa 7.

Taulukko 7: &g = (2,107%, —1072)7

| BEGS | LM | LM, | GN | GN,
Iter. lkm | 132 [ 229,p [ 162 |« |40

Nyt BFGS -menetelmikin ratkaisi tehtdvan, vaatien 132 iteraatiota. LM ite-
roi 229 kertaa, mutta ei padtynyt globaaliin optimiin. LM, vaati myos jopa
162 iteraatiota, mutta 16ysi kuitenkin globaalin optimin. Téssd tehtévissi
hakusuunnan 3.3.4 kiyttdminen siis paransi Levenberg-Marquardt menetel-
mén suoritusta huomattavasti. Gauss-Newton hajaantui jilleen, mutta viiva-
haun avulla saavutti optimin ainoastaan 40 iteraatiolla, eli jopa yksi iteraatio
vahemmén kuin paremmalla alkuarvauksella.
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5 Yhteenveto

Tyon tavoitteena oli tutustua epélineaarisiin pienimmaén neliosumman teh-
taviin, esitelld kolme algoritmia niiden ratkaisemiseen, ja testata algoritmeja
muutamalla esimerkkitehtavalla.

Kvasi-Newton BFGS-menetelmé osoittautui varsin luotettavaksi menetelméak-
si yleisesti epélineaarisessa optimoinnissa. PNS-tehtiviin se ei kuitenkaan ole
paras vaihtoehto, koska se approksimoi suoraan koko Hessen matriisia, eikéd
ota huomioon PNS-tehtévin erityistd rakennetta. Tamén takia onkin kehi-
tetty erilaisia modifikaatioita kvasi-Newton menetelmistd, mitkd soveltuvat
paremmin juuri PNS-tehtdviin. Myts BFGS-menetelmé ratkaisi suhteellisen
hyvin tyossd esitetyt esimerkkitehtivit, vaikka ei ensisijainen valinta PNS-
tehtaviin olekaan.

Gauss-Newton menetelmé osoittautui toimivan parhaiten, kun alkuarvaus
on hyvé ja residuaalit pienid. Menetelmé ei ole kuitenkaan yhtéd luotettava
kuin kvasi-Newton ja Levenberg-Marquardt, koska esimerkiksi héiridalttiit
tai vahvasti epilineaariset tehtévit tuottavat sille ongelmia, kuten esimer-
keissé huomattiin. Sekin kertoo jo jotain, ettd Matlabin nykyversioissa ei ole
endd valmista rutiinia Gauss-Newton menetelmélle. Gauss-Newton voidaan
saada kuitenkin luotettavammaksi viivahaulla.

Levenberg-Marquardt menetelmé on néisté kolmesta algoritmista ehké luo-
tettavin epélineaarisisissa PNS-tehtédvissd. Vaikka sekéiin ei huomioi toisen
kertaluvun derivaattoja Hessen matriisin approksimoinnissa, on menetelméa
silti robustimpi kuin Gauss-Newton, silld Levenberg-Marquardt kiyttas luot-
tamusalueeseen liittyvia logiikkaa suppenemisen varmistamiseksi.

Kolmen erilaisen esimerkin myotd kuitenkin osoittautui, ettd yleispétevia
johtopé#toksid menetelmien suorituksista on vaikea tehdé yksittéisten esi-
merkkien perusteella. Tehtdvien rakenne ja alkuarvaus vaikuttavat algorit-
mien suorituksiin ldhes ainutlaatuisella tavalla, kuten naistakin esimerkeista
tuli ilmi; yksikddn menetelmd ei ollu varsinaisesti paras jokaisessa tilantees-
sa. Teoriaosuudessa esitetyistd asioista voi kuitenkin saada jonkinlaisen oh-
jenuoran menetelméin valitsemiseen, jos on tarvetta ratkaista epélineaarinen
pienimmaén neliosumman tehtiva.
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