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Ty0ssé tavoitteena on vertailla perinteisté lineaarista regressiota ja robustimpaa vaihtoehtoa. Spatiaalisiin
merkkeihin ja jarjestyslukuihin perustuva lineaarinen regressio on perinteista L,-regressiota robustimpi eli se
ei ole niin herkka poikkeaville havainnoille. Menetelmié sovelletaan neljaan eri simuloituun aineistoon.
Aineistot simuloidaan normaalijakaumasta ja elliptisestd jakaumasta. Tydsséd méaaritellaan lyhyesti elliptisen
jakauman ominaisuudet. Aineistoissa on mukana myds poikkeavia havaintoja, jolloin menetelmien
robustisuutta voidaan verrata. Simulointivaiheessa paatetaén selitettévien ja selittdvien muuttujien vélinen
todellinen lineaarinen riippuvuus. Vertailu regression onnistumisesta tehdaan vertaamalla eri menetelmien
tuottamia estimaatteja todelliseen lineaariseen riippuvuuteen.

Tydssa otetaan tavallista yleisempi l&hestymistapa estimointi- ja testiongelmaan. Spatiaaliset merkit ja
jarjestysluvut toimivat estimoimisessa pisteméaaréfunktioina. Spatiaalisiin merkkeihin ja jarjestyslukuihin
perustuvassa regressiossa estimaatteja ei voida ratkaista suljetussa muodossa. Estimaatit eivét sellaisenaan ole
taysin ekvivariantteja mutta tydssa esitelldén algoritmi, jolla taysin ekvivariantit estimaatit saavutetaan.
Perinteisen regression estimaatit saadaan kayttdmalla pienimmén nelibsumman menetelmad. Tydssa esitetdan
lisdksi affiinisesti invariantit testisuureet, jotka saavutetaan siséisella standardoinnilla.

Monet moniulotteisuuteen liittyvét ongelmat tulevat tydssa ilmi. Esimerkiksi regressiografiikan tuottaminen
on erittdin haastavaa monessa ulottuvuudessa. Liséksi tuloksista huomataan spatiaalisten merkkien ja

jarjestyslukujen robusti luonne, ne toimivat paremmin elliptisesti jakautuneelle aineistolle tai jos mukana on
poikkeavia havaintoja. Perinteinen regressio antaa parhaan estimaatin, kun kaikki standardioletukset patevat.
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1 Johdanto

Spatiaaliset merkit ja jarjestysluvut tarjoavat robustimman vaihtoehdon ver-
rattuna perinteisiin regressiomenetelmiin, jotka hydédyntavat Lo-normia. Ro-
bustilla menetelmélld tarkoitetaan sellaista, joka ei ole herkkd poikkeavil-
le havainnoille. Lo-normiin perustuvat regressiomenetelmét ovat optimaali-
sia, kun residuaalit noudattavat moniulotteista normaalijakaumaa. Vaikka
Lo-regressio olisi mahdollinen, se ei kuitenkaan ole aina optimaalinen vaih-
toehto, kun data on esimerkiksi paksuhantdinen. Kuvassa 1 ndhdain, etta
muutama poikkeava piste vadristdd merkittavisti regressiosuoraa. Robustit
menetelmét ovat erityisen térkeitd moniulotteisessa tapauksessa, silld poik-
keavien havaintojen tunnistaminen ja jakaumaoletusten varmentaminen vai-
keutuvat dimensioiden kasvaessa. Kaikki tyossé esiintyvit kuvat on tuotettu
R-ohjelmistolla.

Tyossa esitellian perinteiseen Lo-regressioon liittyvit standarioletukset se-
ki lisdksi Li-normiin perustuvien spatiaalisten merkkien ja jarjestyslukujen
vaadittavat oletukset. Tyd on rajattu kisittelemédin ainoastaan lineaarista
regressiota, joten taustaoletuksena on lineaarinen malli. Spatiaalisten merk-
kien ja jarjestyslukujen teoria on esitetty Hannu Ojan teoksessa Multivariate
Nonparametric Methods with R (2010).

Spatiaalinen merkki on vektori, joka kertoo datapisteiden suunnan suhtees-
sa moniulotteiseen origoon. Spatiaalinen jarjestysluku taas on vektori, jonka
suunta kertoo likimain datapisteen suunnan suhteessa dataparven moniulot-
teiseen keskipisteeseen ja pituus kertoo kuinka kaukana datapiste likimain
sijaitsee dataparven moniulotteisesta keskipisteesti. Kumpaankaan menetel-
méidn perustuvassa lineaarisessa regressiossa estimaattia ei voida ratkaista
suljetussa muodossa. Perinteisesti L;-normiin perustuvia menetelmii on pi-
detty laskennallisesti raskaina, erityisesti moniulotteisessa tapauksessa. Spa-
tiaalisiin merkkeihin ja jarjestyslukuihin perustuvat estimaatit eivit valtta-
matta ole tdysin ekvivariantteja. Taysin ekvivariantit estimaatit saavutetaan
luvussa 3 esitetylla sisdiselld standardoinnilla.

Aineistot luodaan tyossa simuloimalla, mutta itse simulointiin liittyviin tekni-
siin yksityiskohtiin ei paneuduta. Simuloituja dataesimerkkeja on tyossi nel-
ja, moniulotteinen normaalijakauma sekd moniulotteinen elliptinen jakauma.
Molempiin aineistoihin on lisdtty lisiksi poikkeavia havaintoja, jotka on sijoi-
teltu epdsymmetrisesti. Moniulotteinen elliptinen jakauma generoidaan Stu-
dentin t-jakauman avulla. Simuloinnin tyokaluna kiytetddn R-ohjelmistoa.
R-ohjelmisto on tyosséd téarkein tydkalu, ja ohjelmistossa on valmis paketti
MNM, spatiaalisten merkkien ja jirjestyslukujen hyodyntamiseen [7].



(a) Lo-regressio normaalijakautuneeseen(b) Lo-regressio normaalijakautuneeseen
aineistoon. aineistoon, missé poikkeavia havaintoja.

Kuva 1: Lo-regressio vidristyy merkittévisti jo pienillikin méarilla poikkea-
via havaintoja.

Tavoitteena on tarkastella kaikkien kolmen yllimainitun menetelmén toimi-
vuutta eri aineistoihin. Standardioletusten toteutumista tutkivaan regressio-
analyysiin paneudutaan lyhyesti, silld simuloitu aineisto tayttda tarvittavat
oletukset. Ty0ssé siis vertaillaan eri regressiomenetelmien onnistumista line-
aarisen mallin parametrien estimoimisessa.

2 Teoreettinen tausta

Téassé luvussa esitetdédn teoreettinen pohja menetelmien kiytolle seké tulos-
ten tulkitsemiselle. Luvussa 2 esitelldéin tyon kannalta tarvittavat oletukset,
joihin tullaan viittaamaan myohemmissa luvuissa. Luvussa lahdetdan yleises-
t4 moniulotteisesta lineaarisesta mallista ja paneudutaan eri regressiomene-
telmien ominaisuuksiin sekd vaadittaviin oletuksiin. Lisdksi luvussa esitellaan
regressioanalyysissa ja estimoinnissa tarvittavan pisteméariafunktion kdyttod
eri menetelmien vaatimalla tasolla. Viimeisessa alaluvussa on esitelty lyhyesti
elliptinen jakauma. Spatiaalisten merkkien ja jérjestyslukujen teorian ldhtee-
né on Hannu Ojan kirja Multivariate Nonparametric Mehtods with R(2010)

[9]-



2.1 Ls-regressio

Tyo on rajattu kisittelem#in ainoastaan lineaarista mallia. Tyossé jatkos-
sa oletetaan moniulotteinen lineaarinen malli, johon sovelletaan lineaarista
regressiota. Alaluvussa hyédynnetidan kurssien Matematiikan peruskurssi L3
|2] sekd Ennustaminen ja aikasarja-analyysi luentomateriaaleja.

Miéritelméd 2.1 (Lineaarinen malli). Olkoon Y € R™*? selitettavit muut-
tujat sisdltdva matriisi, X € R™? selittavit muuttujat siséltdva matriisi,
B € RI*P regressiokertoimet sisiltdvd matriisi ja € € R™P jaanndstermit
sisdltdva matriisi, jolloin moniulotteinen lineaarinen malli méaritelladn seu-
raavasti

Y =Xp3+e.

Lineaarisessa mallissa Y on selitettdvien muuttujien havaittujen arvojen
muodostama satunnainen matriisi, X on selittdjien havaittujen arvojen muo-
dostama kiinted eli ei-satunnainen matriisi, 3 on regressiokertoimien muo-
dostama tuntematon ja kiinted matriisi ja € on jadnnostermien muodostama
toisistaan riippumaton satunnaisotos origon suhteen keskitetystd jakaumas-
ta. Origon suhteen keskitetylld tarkoitetaan, ettd E (T'(x;)) = 0, jollakin va-
litulla pistemaarafunktiolla T'. Jadnndstermimatriisin saraketta ¢ merkitain
€;. Tavoitteena lineaarisessa regressiossa on 16ytdd estimaatti tuntematto-
malle 3:lle.

Seuraavat oletukset tehddén matriisista X, ldhteenéd kurssin Ennustaminen
ja aikasarja-analyysin kalvot [4].

Oletus 2.2. Matriisin X on tdysiasteinen matriisi: rank (X) = q.

Kun selittdvien muuttujien matriisi on taysiasteinen, minkdan selittdjien vé-
lilld ei ole taydellistd lineaarista riippuvuutta. Oletus 2.2 takaa, ettd pienim-
mén nelicsumman menetelmé perinteisessd Lo-regressiossa tuottaa yksikasit-
teiset regressiokertoimet suljetussa muodossa. Jos selittdja riippuu lineaari-
sesti muista selittdjisti, se ei sisdlla regression kannalta uutta informaatiota
ja se voidaan poistaa mallista. Taysiasteiteinen matriisi on epasingulaarinen,
jolloin kddnteismatriisi on olemassa. Liséksi rank (X’'X)=rank (X), jolloin
my6s matriisitulo on epésingulaarinen. Tulos seuraa suoraan dimensiolausees-
ta [2].

Oletus 2.3. Matriisin X alkiot ovat kiinteitd eli ei-satunnaisia vakioita.



Tyossa selittdjien arvot simuloidaan eli ne ovat kiinteitd. Simuloitaessa voi-
daan varmistaa, ettd selittdvit muuttujat sisdltdvd matriisi X on téysiastei-
nen. Oletusten 2.2 ja 2.3 toteutumisen tutkiminen voidaan siis tydssé sivuut-
taa.

Lisédksi jadnnostermimatriisista € oletetaan seuraavaa

Oletus 2.4. Jdannostermimatriisin odotusarvo on n X p kokoinen nollamat-
riisi, E(e) = 0.

Oletuksen 2.4 perusteella kaikkien jadnnostermien odotusarvo on nolla. Ole-
tuksen pétiessd, regressiokertoimien estimoinnissa ei ole tehty systemaattista
virhetta.

Oletus 2.5. Jaannostermit ovat homoskedastisia ja korreloimattomia,
Cov(e) = 0?1

Homoskedastisuudella tarkoitetaan, ettd kaikilla jafinnostermimatriisin al-
kioilla on sama varianssi. Jos homoskedastisuus- tai korreloimattomuusoletus
ei pade, tulee regressiokertoimien estimaattoreista tehottomia. Simulointivai-
heessa varmistetaan, ettd oletukset 2.4 ja 2.5 patevit. Aineiston simuloimi-
sesta lisdd luvussa 3.1.

Liséksi oletetaan normaalijakautuneen aineiston yhteydesséi seuraavaa jaan-
nostermimatriisista €

Oletus 2.6. Jiinnostermit ovat normaalijakautuneita, €; ~ N, (0,02I),
kaikille 1 =1, ..., p.

Jaannostermimatriisin kaikki sarakkeet noudattavat siis n-ulotteista normaa-
lijakaumaa, jonka odotusarvo on n-ulotteinen nollamatriisi ja kovarianssimat-
riisi on o? kerrottuna n-ulotteisella identiteettimatriisilla. Oletuksen 2.6 pi-
tiessd, perinteisen Lo-regression muodostama estimaattori on paras eli tehok-
kain, kun tehokkuuden kriteerin kiytetdan estimaattorin varianssia. TyoOssé
oletetaan jatkossa oletusten 2.2 — 2.5 pétevin, kun poikkeavia havaintoja ei
huomioida. Jatkossa oletuksiin 2.2 — 2.6 tullaan viittaamaan termilli stan-
dardioletukset ja oletukseen 2.6 termilld normaalisuusoletus.



Tyossé oletetaan jatkossa seuraavaa

Oletus 2.7. Jollekin positiivisesti definiitille ¢ X ¢ matriisille D ja kaikille p
x ¢ matriiseille C| joilla on positiivinen asteluku,

l 7 . maxlgign{mgC'Cmi}
~X'X = D ja ST {2]C'Cai] — 0.

Oletusta 2.7 tarvitaan jatkossa regression testaamisen yhteydessa.

2.2 Spatiaaliset merkit

Spatiaalinen merkki on vektori, joka kertoo datapisteen suunnan suhteessa
moniulotteiseen origoon. Spatiaalisen merkin pituus eli euklidinen normi on
aina yksi. Spatiaaliset merkit siis sijaitsevat aina p-ulotteisen yksikkopallon
pinnalla.

Miaritelmd 2.8 (Spatiaaliset merkit). Olkoon @, @2, ..., x, riippumaton
p-ulotteinen satunnaisotos. Datapisteen x; spatiaalinen merkki U (x;) méaa-
2| ' wy £ 0

ritellddn, U(x;) = {0 0
Tr; =V,

missé |z;| = \/x% + 23 + ... + 22 on euklidinen normi. Spatiaalisia merkkej
U (x) kiytetdan pistemédrfunktiona, jonka kiyttod esitellaan luvussa 2.4.

Spatiaalisten jirjestyslukujen yhteydessi kiytetddn spatiaalista mediaania.
Se on yksikésitteinen, kun dimensioita on kaksi tai enemmén. Estimaattori-
na spatiaalinen mediaani on huomattavasti robustimpi kuin esimerkiksi kes-

kiarvoestimaattori. Spatiaalinen mediaani i(Y") on ratkaisu minimoitavalle
funktiolle

AVE{ly: — | — lyil}- (2.2.1)

Spatiaalisten merkkien yhteydessd oletetaan spatiaalisen mediaanin olevan
nolla.

Oletus 2.9. E(U(g;)) =0

Oletus vaatii lisdoletuksen, ettd jiannostermien €; tiheys on rajoitettu. Ylei-
sessé lineaarisessa mallissa (2.1) mééritetyn matriisin X seké sen transpoosin
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Kuva 2: Kuvasta nihdain spatiaalisten merkkien niyttdvin suunnan suh-
teessa origoon. Pisteet sijaitsevat yksikkGympyralla.

tulee olla taysiasteisia, eli matriisin X sarakkeet sekd rivit oletetaan lineaa-
risesti riippumattomiksi. Riippumattomuudesta seuraa suoraan, etti myos
matriisitulo X’X antaa tuloksena téysiasteisen matriisin eli matriisitulon
aste on ¢ [6]. Spatiaaliset merkit ovat aina ortogonaalisest ekvivariantteja eli

kaikilla ortogonaalisilla matriiseilla O ja kaikilla x;. Spatiaaliset merkit ovat
siis aina ortogonaalisesti ekvivariantteja mutta eivit valttdmaéatta affiinisesti
ekvivariantteja. Téaysin ekvivariantit estimaatit ovat tarkeitd, silld tuloksiin
ei pitdisi vaikuttaa esimerkiksi aineiston skaalaus tai lokaation muutos.

Esimerkki 2.1. Olkoon a, b ja c satunnaisesti generoituja vektoreita siten
etti a, b, c € R%. Miiritelldin kullekin vektorille spatiaaliset merkit ja esi-
tetddn ne graafisesti.

(- ()



2.3 Spatiaaliset jarjestysluvut

Spatiaalinen jérjestysluku on vektori, jonka suunta kertoo missd datapiste
likimain sijaitsee suhteessa aineiston kuviteltuun keskipisteeseen. Spatiaali-
sen jarjestysluvun pituus kertoo kuinka kaukana datapiste sijaitsee aineiston
kuvitellusta keskipisteestd. Spatiaaliset jarjestysluvut sijaitsevat siis aina p-
ulotteisen yksikkopallon sisélla.

Miaritelmd 2.10 (Spatiaaliset jarjestysluvut). Olkoon @1, T2, ..., Ty riip-
pumaton p-ulotteinen satunnaisotos. Havaintopisteen a; spatiaalinen jirjes-
tysluku R(x;) méiritelliin hyodyntaméalld spatiaalisien merkkien U (x;)
madritelméd 2.8, R(x;) = AVE{U (x; — x;)}, j =1,2,...,4,...,n.

Merkinnélla AV E tarkoitetaan keskiarvoa. Spatiaalinen merkki siis on kes-
kiarvo datapisteen ja muiden datapisteiden erotuksesta. Tastd seuraa, ettid

AVE;{R(z;)}—0.

Spatiaaliset jarjestysluvut ovat aina ortogonaalisesti ekvivariantteja siten et-
ta

RXOT(O.’B@') = ORx(CU,), (231)

kaikilla ortogonaalisilla matriiseilla O ja kaikilla x;. Spatiaalisten jérjestys-
lukuihin perustuvan regression yhteydessa oletetaan oletuksen 2.9 pétevin.
Kuten spatiaaliset merkit, myoskdan spatiaaliset jarjestysluvut eivat valt-
tamatta ole taysin ekvivariantteja. Téysin ekvivariantit estimaatit saadaan
luvun 3 algoritmilla.

Esimerkki 2.2 (Jatkoa esimerkille 2.1). Olkoon a, b ja ¢ satunnaisesti ge-
neroituja vektoreita siten etti a, b, c € R?. Mairitelliin kullekin vektorille
spatiaaliset jarjestysluvut ja esitetdiin ne graafisesti kuvassa 3.

(e ()
U(a_b)_< 2),1](@—0): <_§),U(b—c)= (i)

Ula—a)+U(a—b)+U(a—c))

L
3(

0.429 0.172 ~0.601
< 0397) () ~ (0.501) Rle) ~ (—0‘104)

— R(a) =
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(a) Vektorit a, b ja c. (b) Spatiaaliset jérjestysluvut.

Kuva 3: Kuvasta ndhdain spatiaalisten jarjestyslukujen ndyttidvan havainto-
pisteiden suunnan ja suhteellisen etiisyyden dataparven keskipisteesta.

Kuvaan 4 on vield havainnollistettu, miltd pistemaédrdfunktioina toimivat
spatiaaliset merkit ja jirjestysluvut nayttivat kahdessa dimensiossa normaa-
lijakautuneelle aineistolle.
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Kuva 4: Spatiaaliset merkit ja jarjestysluvut laskettu samasta normaalija-
kautuneesta aineistosta.

2.4 Pistemaarafunktio

Usein perinteisen regressioanalyysin tyokaluna kdytetd&n suurimman uskot-
tavuuden menetelm&i. Suurimman uskottavuuden estimaattorit saadaan mak-
simoimalla uskottavuusfunktiota L(@;x). Usein uskottavuusfunktion mak-
simia etsitddn uskottavuusfunktion logaritmin avulla, silld se on ldhes aina
derivoinnin kannalta yksinkertaisempaa, jolloin &ériarvojen etsiminen hel-
pottuu. Tyossé ei kuitenkaan oleteta, ettd aineisto noudattaisi mitdén tun-
nettua jakaumaa. TyoOssd on myOos mukana aineistoja, joihin on simuloitu
merkittdva madrd poikkeavia havaintoja. Uskottavuusfunktiota ei voida siis
tyossd kayttad, silld derivointia ei voida suorittaa ilman jakaumaoletuksia.
Oletuksia voidaan viljentdd kidyttamalld uskottavuusfunktion logaritmin ti-
lalla yleisempéa pisteméadrafunktiota.

Yleisesti kdytetty tekniikka moniulotteisen datan analysoimiseksi on korvata
alkuperiiset havoinnot y; pisteméarifunktioilla T; = T'(y;). Ty0sséd piste-
madrafunktioina kiytetdin perinteisen Lo-regression yhteydessd alkuperii-
sid havaintoja. Liséksi spatiaaliset merkit U (y) ja spatiaaliset jarjestysluvut
R(y) toimivat pisteméirifunktioina.

Estimoinnin ja testaamisen helpottamiseksi pisteméardfunktion arvot tulee
standardoida ja keskittda jollain luonnollisella tavalla. Tyossd kdytetddn si-
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sdistd standardointia, jota R-ohjelmiston MNM-paketti kiyttaa oletuksena
spatiaalisten merkkien ja jirjestyslukujen yhteydessi. Sisdisessa standardoin-
nissa etsitddn aluksi symmetrinen kidantyva matriisi S siten ettd

jos Ty = T(8~ Y%y, T = (T4, ..., T}) (2.4.1)
—pT'T = tr(T'T)1,. (2.4.2)

Merkinnélla ¢r tarkoitetaan matriisin jalked. Kun kiytetaén transformaatiota
T; = T(S~/?y;), testisuureeksi tulee

2 - tr(T'P,TY(T'T) " :LPQCTQ% 2 2.4.3

@ = (PRI = S P TP a2
missd Px on

Px = X(X'X)'X" (2.4.4)

Testisuure siis noudattaa usein asymptoottisesti jakaumaa Xfoq, missa p on
muuttujien madra ja g on vapausaste. Testisuure vertaa projisoidun ja trans-
formaation kovarianssimatriisia standardoidun datan kovarianssimatriisiin.

Maiéritelmé 2.11 (Affiinisesti invariantti testisuure). Testisuure on affiinisti
invariantti, jos Q*(X,Y) = Q*(XV,YW), missi V € R¥*9 W ¢ RP*P
jarank(V') = q, rank(W') = p.

Affiinisesti invariatti testisuure antaa siis saman tuloksen lineaarisen trans-
formaation jilkeen. Ominaisuus on tarked, jos aineistoa halutaan esimerkiksi
skaalata tai tehd& lokaatiomuutoksia. Sisdiselld standardoinnilla saavutettu
testisuure 2.4.3 on affiinisti invariantti.

2.5 Elliptinen jakauma

Monissa kiaytdnnon sovelluksissa normaalisuusoletukset eivit pade. Usein esi-
merkiksi rahoitukseen liittyva aineisto on paksuhéntdinen suhteessa normaa-
lijakaumaan. Elliptisesti jakautunut aineisto voi olla enemmén tai vihem-
mén paksuhéntidinen suhteessa normaalijakaumaan. Elliptiselld jakaumalla
on kuitenkin samat symmetriaominaisuudet suhteessa normaalijakaumaan,
usein muut standardioletukset paitsi normaalisuusoletus péateekin elliptisesti
jakautuneelle aineistolle. Alaluvun teoria perustuu padosin Davy Paindavei-
nen julkaisuun Elliptical symmetry [10].
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Maaritelma 2.12 (Elliptinen jakauma). d-ulotteinen vektori @ on ellipti-
sesti jakautunut, jos on olemassa vektori p, tiysiasteinen matriisi A € R%*"
ja epdnegatiivinen satunnaismuuttuja R, siten ettd

wgu—l—RAu,

missd w on r-pituinen riippumaton vektori ja R on tasajakautunut muuttuja
r-ulotteisen yksikkopallon pinnalta.

Merkinnilld 2 tarkoitetaan yhtdsuuruutta jakauman suhteen. Erés esimerkki
elliptisestd jakaumasta on Studentin t-jakauma.

Maiésritelmi 2.13 (Moniulotteinen ¢-jakauma). Olkoon X ~ N,(u,X) ja
Y ~ X2 toisistaan riippumattomia. Tilloin sanotaan, ettd U noudattaa
moniulotteista t-jakaumaa

D

U

-

missé p-ulotteisen normaalijakauman odotusarvo on p ja kovarianssimatriisi
3 ja v on x2-jakauman vapausaste [3|.

Moniulotteinen ¢-jakauma tayttda aina elliptisen jakauman kriteerit. Todis-
tus sivuutetaan tydssid mutta se 16ytyy esimerkiksi Gabriel Frahmin vaitos-
kirjasta [1].

3 Tutkimusongelma ja -menetelmat

Luvussa 3 esitellddn menetelmét, joilla eri aineistot on simuloitu ja millainen
on onnistunut regressio. Luvussa lisdksi kiydaan lapi, millaisilla eri menetel-
milld ja algoritmeilla estimointi suoritetaan ja miten regression onnistumista
testataan.

3.1 Aineiston simuloiminen

Aineiston simuloiminen toteutetaan R-ohjelmistolla. Tyossd kiytetddn val-
mista pakettia MNM [7], johon sisiltyy tarvittavat tyokalut aineiston simu-
loimiseen sekd analysoimiseen. TyGssa simuloidaan nelja erilaista aineistoa,
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joita pyritddn estimoimaan tyossd aiemmin esitellyillda menetelmilla. Aineis-
toina ovat normaali- ja elliptinen jakauma. Molempiin lisidksi lisdtddn poik-
keavia havaintoja, jolloin aineistojen kokonaisméariksi tulee nelja.

Poikkeavalla havainnolla tarkoitetaan havaintoa, joka eroaa merkittavasti
muista havainnoista. Poikkavien havaintojen tunnistamiseen ei tarvitse tyos-
sé paneutua, silld simulointivaiheessa ne luodaan tarkoituksenmukaisesti. Ai-
neistoiden havaintojen kokonaismédra on 50, joista poikkeavien havaintojen
osuus on 20%. Poikkeavat havainnot on sijoitettu epadsymmetrisesti suhteessa
muuhun aineistoon.

Aineisto sisdltdd kolme selitettiavad muuttujaa, joita selittdd nelji muuttujaa.
Simuloinnissa noudatetaan seuraavia vaiheita

1. Valitaan matriisi 8 € R*3.
2. Simuloidaan matriisit X ja e, X € R4 ¢ € R?*3,
3. Muodostetaan matriisi Y siten etti: Y = X8 +¢e, Y € R,

4. Suoritetaan estimointi Y ~ X, eli selitetdéin matriisia Y matriisin X avulla.

5. Vertaillaan estimoitua 3 todelliseen 3.

Estimoinnissa X ~ Y saadaan estimaatti B Estimaatti pyrkii selittdmaan
lineaarisen riippuvuuden matriisien X ja Y vililla. Simuloinnilla voidaan ha-
vainnollistaa eri menetelmien toimivuutta erilaisten oletusten alla. Voidaan
helposti vertailla eri menetelmien onnistumista, kun alkuperiinen 3 tunne-
taan. Estimaatin avulla voidaan laskea sovitteet sisdltavi matriisi Y,

A~

Y = X8. (3.1.1)

Tyossa kiytetdan kaikissa neljissd simuloinnissa samaa matriisia 3

1 2 3
4 5 6

B=|. ¢ o (3.1.2)
10 11 12

Simuloinnissa vaiheessa 2. pddtetdin, millainen aineisto saadaan. Matriisit X
ja € simuloidaan, joko normaalijakaumasta tai t-jakaumasta. Normaalijakau-
tunut aineisto saadaan simuloimalla molempien matriisien arvot moniulot-
teisesta normaalijakaumasta, jonka odotusarvo on nollavektori ja kovarians-
simatriisi on identiteettimatriisi. Elliptinen aineisto taas saadaan moniulot-
teisesta Studentin t-jakaumasta, jonka vapausaste on 1 ja kovarianssimatriisi
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on identiteettimatriisi. Poikkeavat havainnot seké elliptiseen ettd normaalija-
kautuneeseen aineistoon saadaan simuloimalla jaédnnostermimatriisiin arvoja
moniulotteisesta normaalijakaumasta, jonka odotusarvo on kolmiulotteinen
vektori p = (25,25,25) ja kovarianssimatriisi on identiteettimatriisi. Simu-
lointivaiheessa on varmistettu, ettd halutut oletukset patevit. Oletukset eivit
luonnollisesti pade poikkeaville havainnoille.

3.2 Perinteinen estimoiminen ja testaus

Alaluvun teoria perustuu paapiirteiltdan kurssin Ennustaminen ja aikasarja-
analyysin luentokalvoihin [5], [4].

Lineaaristen regressiomallien estimoiminen edellyttaé, ettd mallin rakenneosa
on oikein spesifioitu. Onnistuneessa regressiossa jidannosneliosumma on pieni
eli selitysaste on korkea. Perinteisessé Lo-regressiossa regressiomatriisi 3 esti-
moidaan pienimmén neliésumman (PNS) menetelmélld. PNS-menetelméssé
regressiokertoimien estimaattori saadaan minimoimalla jaénnoéstermin nelio-
summa. Regressiokerroinmatriisin 3 PNS-estimaattori B ratkeaa suljetussa
muodossa. Regressiokertoimet sisdltdvan matriisin 8 PNS estimaattori on,

B=(X'X)"'X'Y. (3.2.1)

Gaussin ja Markovin lauseen mukaan yleisen lineaarisen mallin paras es-
timaatti saadaan kiyttdmélla PNS-menetelmid, kun oletukset 2.2-2.6 ovat
voimassa |4]. Paremmuuden kriteerina kdytetddn varianssia, jolloin mahdol-
lisimman pieni varianssi on toivottava ominaisuus. Estimaattori B tuottaa
taysin ekvivariantteja estimaatteja ,3

Miaritelma 3.1 (Taysin ekvivariantti estimaatti).

Taysin ekvivariantilla estimaatilla ,[5’ on seuraavat ominaisuudet
1. Regressio ekvivarianttisuus: B(X, XH+Y)= B(X, Y)+ H,

kaikilla H € R?”?| rank(H) = min{q,p} eli H on tiysiasteinen.
2.Y ekvivarianttisuus: (X, YW) = 3(X,Y)W,

kaikilla W € RP*P| rank(W') = p.
3. X ekvivarianttisuus: 3(XV,Y) = V13(X,Y),

kaikilla V' € R™ rank(V') = q.
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Taysin ekvivarianttiin estimaatin estimoimiseen ei siis vaikuta lineaarimuun-
nokset. Regressiokertoimien eli matriisin 3 alkioiden merkitsevyyttéd testa-
taan tilastollisesti testaamalla nollahypoteesia

Hy : Bji = 0. (3.2.2)

Jos nollahypoteesi hylatididn, selitettdvin muuttujan ja selittdvin muuttu-
jan vililla oletetaan olevan lineaarinen riippuvuus BJZ Alaindeksilld ¢ tar-
koitetaan selitettavad muuttujaa ja indeksilla j selittdvad muuttujaa. Yhden
regressiokertoimen merkitsevyyttd voidaan testata t-testisuureella

b = ——2 (3.2.3)

joka noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n — k — 1), n on havaintopisteiden
lukumééré ja k on selittdjien lukumédrd. PNS-estimaattorin Bj; varianssin
harhaton estimaattori on D?(B;;) . Varianssin harhaton estimaattori voidaan
laskea

D*(B;) = ﬁ ek (X X)), (3.2.4)

Testisuure mallin merkitsevyydelle, eli ettd vahintdan yksi ,3 alkio on nollasta
poikkeava, saadaan madrittdmalla F-testisuure

n—k—1 R?
F = , 3.2.5
k 1 - R? ( )
R? on mallin selitysaste. F-testisuure mééritelldéin erikseen kaikille selitetti-
ville muuttujille, joita on tyossi kolme. F-testisuure noudattaa F-jakaumaa

vapausastein k ja (n — k — 1). Selitysaste mééritelldéin seuraavasti

o Do (Ui — y)?
R = —Z?:l(yi — g)z, (3.2.6)

n tarkoittaa havaintojen méairaa, g sovitetta ja g selitettdvin muuttujan ha-
vaintojen keskiarvoa. F- ja t-testisuureita vastaavat p-arvot voidaan katsoa
tilastollisesta taulukosta, jonka perusteella hylidtdan tai hyviksytdén nolla-
hypoteesi. Erittdin pienet p-arvot tarkoittavat, ettd nollahypoteesi voidaan
hylatd suuremmalla luottamustasolla. Jos p-arvo on pienempi kuin 0.01, pi-
detdin riippuvuutta tilastollisesti merkitsevina.
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Huomioitavaa on, ettd F- ja t-testisuure eivit toimi halutulla tavalla, jos stan-
dardioletukset eivit ole voimassa. Tyossa késitellidn myd6s aineistoja joissa
standardioletukset eivit pade, joten F- ja t-testisuureita ei voida kiyttaa ti-
lastollisen merkitsevyyden mittarina. Simuloidun aineiston analysoimisessa
R-ohjelmisto tuottaa F-testit mallien merkitsevyydelle.

3.3 Spatiaalisiin merkkeihin perustuva estimoiminen ja
testaaminen

Luvussa esitelldin spatiaalisen merkkien estimointi- seké testiongelma. Tyos-
si paneudutaan ainoastaan affiinisesti invarianttiin testisuureeseen seké tay-
sin ekvivarianttiin estimaattoriin.

Estimaatti B on ratkaisu minimoitavalle funktiolle 2.2.1
U(B)X =0, (3.3.1)

missid U;(B) = U (y; — B'x;), i = 1,2,....,n jaU(B) = (U1(B),...,Un(B)) .
Estimaattoria ei pystytd yleensi ratkaisemaan suljetussa muodossa. Ongelma
voidaan kuitenkin ratkaista erilaisilla algoritmeilla, kuten esimerkiksi kolmen
askeleen transformaatio-retranformaatiotekniikalla

1. & =8Y*y;, —pB'x;), i=1,..,n.
2. B=B+ (AVE(|si|_1:n,~:c§))_1 AV E(z;U (e;)") SY/2.
3. S=pSY2AVE(U(e;)U(e;)")S"2.

Algoritmi paivittad ensin residuaalit, sitten matriisin 3 ja lopuksi residu-
aalien hajontamatriisin S. Edelld S ja S/2 ovat symmetrisii matriiseja ja
S = S§1/281/2 Algoritmin tuottamat estimaatit ovat tiysin ekvivariantteja
eli ne toteuttavat méaritelmén 3.1 kriteerit.

Affiinisesti invariantti testisuure saadaan kaavasta 2.4.3 korvaamalla T'(y)
spatiaalisilla merkeilld. Affiinisesti invariantiksi testisuureeksi saadaan

Q*(X,Y) =p-tr{U(B)PxU(B)} = plPxUB)I° —ax;,  (332)

Merkinnat ovat luvun 2.4 mukaiset.
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3.4 Spatiaalisiin jarjestyslukuihin perustuva estimoimi-
nen ja testaaminen

Kuten spatiaalisten merkkien yhteydessd, alaluvussa esitellidn ainoastaan
taysin ekvivariantit estimaatit seké affiinisesti invariantit testisuureet.

Estimaatti B on ratkaisu funktiolle

R(B)'X =0, (3.4.1)

missii R(3) = (Ra(B8), .. Ra(8))"

L gy = Sil/Q(Z/z’j - 5/%3’), ,j=1,..,n.
2. B=p+ (AVE(|€ij|_1mijm;j))_l AV E(z;U (g;;)) SY/2.

3. 8 =pSY2AVE(U(eij)U(eir))SY2.

Algoritmin toimintaperiaate on sama kuin spatiaalisten merkkien transformaatio-
retransformaatiotekniikalla ja saadaan tdysin ekvivariantit estimaatit.

Affiinisesti invariantti testisuure saadaan kaavalla 2.4.3, nyt T'(y) korvataan
spatiaalisilla jarjestysluvuilla. Affiinisesti invariantti testisuure on

_ np
~ tr{R(B)'R(B)}

Merkinnat ovat luvun 2.4 mukaiset.

Q*(X,Y) IPxR(B)|* =4 X2, (3.4.2)

4 Tulokset

Luvussa esitetdédn eri menetelmien estimaatit eri aineistoille. Menetelmien
toimivuutta arvioidaan vertaamalla alkuperdistd B (3.1.2) matriisia esti-
maattiin B Liséksi sovitteita voidaan kuvata graafisesti selitettévien muuttu-
jien funktiona — tdysin onnistuneessa estimoinnissa kuvaan muodostuisi yh-
den tietyn suoran pisteitd. Tulosten yhteydessa ei tarvitse syvempéaé regres-
siodiagnostista tarkastelua, silld aineisto on luotu simuloimalla. Kaikki tyon
testisuureet antavat p-arvot, jotka ovat pienempié kuin 0.001. Testisuureen
arvoihin ei voida kuitenkaan luottaa, silld kaikki aineistot eivit toteuta tar-
vittavia oletuksia.
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Taulukko 1: Normaalijakautunut aineisto, taulukossa vertailtu 3 alkioita es-
timaatin B alkioihin. Poikkeamien keskiarvo on laskettu ottamalla estimaa-
tin ja alkuperdisen matriisin alkioiden erotuksen itseisarvo, joista on laskettu
keskiarvo.

‘ Poikkeamien keskiarvo Max poikkeama

Lo 0.11 0.20
Spatiaaliset merkit 0.15 0.43
Spatiaaliset jarjestysluvut | 0.12 0.29

4.1 Normaalijautunut aineisto

Normaalijakautuneessa aineistossa selittdviat muuttujat sisdltava matriisi X
noudattaa neliulotteista normaalijakaumaa ja jadnnostermit sisiltdva mat-
riisi € noudattaa kolmiulotteista normaalijakaumaa ja molemissa jakaumissa
odotusarvo on moniulotteinen nollavektori ja kovarianssimatriisi identiteet-
timatriisi. Havaintoja on yhteensd 50. Saadaan seuraavanlaiset estimaatit
kiyttden eri menetelmia

0.99 217 3.05 098 213 3.12
g, — 3.97 499 6.12 Bons — 3.94 5.08 6.02
Lz = | 681 817 9.07 |'7°™M ~ | 657 817 9.22

10.20 10.84 11.86 10.13 10.77 11.84
0.99 216 3.09
~ 3.97 5.02 6.09

Bsi=| 671 816 9.14
10.15 10.81 11.85

Alaindeksilla L, tarkoitetaan perinteisen regression, SM spatiaalisten merk-
kien ja SJ spatiaalisten jarjestyslukujen tuottamaa estimaattia. Taulukosta
1 ndhdéén, ettd perinteinen Lo-regressio tuottaa parhaan estimaatin kun ai-
neisto on normaalijakautunut. Tulos on sopusoinnussa Gaussin ja Markovin
lauseen kanssa [4], silld oletukset 2.2-2.6 péteviit. Spatiaaliset jarjestysluvut
antavat tissa tapauksessa paremman estimaatin suhteessa spatiaalisiin merk-

keihin.
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Taulukko 2: Normaalijakautunut aineisto poikkeavilla havainnoilla, taulu-
kossa vertailtu 3 alkioita estimaatin 3 alkioihin. Poikkeamien keskiarvo on
laskettu AVE{|B8 — B|}.

‘ Poikkeamien keskiarvo Max poikkeama

Lo 0.69 1.66
Spatiaaliset merkit 0.09 0.26
Spatiaaliset jarjestysluvut | 0.18 0.37

4.2 Normaalijakautunut aineisto poikkeavilla havainnoil-
la

Poiketen luvun 4.1 aineistosta, nyt 10 jadnnostermimatriisin alkiota on si-
muloitu normaalijakaumasta, jonka odotusarvo on vektori p = (25,25, 25)".
Havaintojen kokonaisméara on yha 50. Muuten aineisto vastaa tdysin luvun
4.1 aineistoa. Poikkeavien havaintojen seurauksena, oletukset 2.2-2.6 eivit
ole endd kaikki voimassa, jolloin Gaussin ja Markovin lause ei pide. Saadaan
seuraavanlaiset estimaatit

048 1.93 3.71 1.02 191 3.09
g, — 454 524 554 B — 3.93 5.02 5098
L2 = 1786 949 10.66 | 7M™ ~ | 720 826 9.20

9.71 11.07 13.33 9.99 11.06 12.07

1.11 2.01 3.37
~ 1382 486 5.83
Bsi=1791 830 931
9.98 11.12 12.24

Kun mukana on poikkeavia havaintoja, perinteinen Lo-regressio tuottaa sel-
visti huonoimman estimaatin. Perinteinen regressio epidonnistuu suhteessa
spatiaalisiin merkkeihin ja jarjestyslukuihin, silld se on huomattavasti va-
hemman robusti menetelma. Tulokset ndhdddn taulukosta 2. Kuvassa 5 on
vertailtu perinteisen regression estimaattia spatiaalisten merkkien estimaat-
tiin. Kuvia vertailemalla huomataan, ettd spatiaalisten merkkien sovitteet
asettuvat suoralle paremmin.

4.3 Elliptisesti jakautunut aineisto

Studentin ¢-jakauma on esimerkki erdédsté elliptisestd jakaumasta. Kuten lu-
vussa 2.5 todettiin, ¢-jakauma on aina elliptinen. Matriisit X ja € ovat si-
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L2-regressio Spatiaaliset merkit

40
40

20
® g
20
|

> © > o4

(a) Lo-regressio normaalijakautuneeseen(b) Spatiaaliset merkit samaan aineis-
aineistoon poikkeavilla havainnoilla. toon.

Kuva 5: Sovitteet alkuperiisten selitettdvien funktiona, kuvassa on kaikki
matriisin Y dimensiot mukana.

muloitu moniulotteisesta t-jakaumasta, jonka vapausaste on 1 ja kovarians-
simatriisi on identiteettimatriisi. Havaintoja on yhteensa 50. Jos t-jakauman
vapausaste olisi ollut merkittavisti suurempi, olisi se muistuttanut enemman
normaalijakaumaa. Pienempi vapausaste tuo paremmin menetelmien véiliset
erot esiin. Estimaateiksi saadaan

—0.84 165 0.37 0.75 211 2.78
~ | 466 522 6.96 ~ | 402 497 6.13
Bro=| 740 821 o946 |'PM=| 708 796 9.05
10.90 11.24 13.35 10.16 10.97 12.10
0.64 2.08 2.77
. 4.09 498 6.14

Bss=1| 713 708 9.06
10.17 10.97 12.11

Poikkeamien keskiarvot on laskettu taulukkoon 3. Tuloksista ndhdéan, ettd
perinteinen regressio antaa merkittdvisti huonoimman estimaatin aineistol-
le. Syy estimaatin huonouteen johtuu t-jakauman paksuhéntiisyydesti. Ver-
tailtaessa normaalijakaumaan, t-jakauma vapausasteella 1 on merkittavasti
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Taulukko 3:AElliptisesti jakautunut aineisto, taulukossa vertailtu 3 alk}oita
estimaatin 3 alkioihin. Poikkeamien keskiarvo on laskettu AV E{|8 — 3|}.

‘ Poikkeamien keskiarvo Max poikkeama

Lo 0.86 2.63

Spatiaaliset merkit 0.10 0.25

Spatiaaliset jirjestysluvut | 0.12 0.36
paksuhéntaisempi.

Spatiaalisten merkkien ja jirjestyslukujen tuottamat estimaatit ovat hyvin
lahelld toisiaan. Tulosten perusteella tulisi ehdottomasti kiyttaa spatiaalisia
merkkeja tai jarjestyslukuja elliptisesti jakautuneelle aineistolle.

4.4 Elliptisesti jakautunut aineisto poikkeavilla havain-
noilla

Poiketen luvun 4.3 aineistosta, nyt 10 jadnnostermimatriisin alkiota on si-
muloitu normaalijakaumasta, jonka odotusarvo on vektori g = (25,25, 25)".
Havaintojen kokonaismaéra 50, kuten muissakin aineistoissa. Matriisit X ja
€ noudattavat siis muuten ¢-jakaumaa. Saamme seuraavanlaiset estimaatit

1.27 217 3.04 1.03 2.03  3.04
~ 475 553 6.36 ~ | 439 538 6.37
Pra=1588 720 849 | 'P™M=| 645 746 846
9.83 10.92 12.05 10.12 11.13 12.16

1.07 2.05 3.06
~ | 442 540 6.37
Bsi=1 630 742 844
10.10 11.11 12.16

Tulokset eri estimaattien onnistumisesta ovat taulukossa 4. Perinteinen regres-
sio tuottaa paremman estimaatin elliptisesti jakautuneeseen aineistoon, kun
mukana on poikkeavia havaintoja. Vaikka poikkeavat havainnot ovat sijoi-
teltu epdsymmetrisesti suhteessa muuhun aineistoon, korjaantuu perinteisen
regression estimaatti suhteessa tilanteeseen, missid poikkeavia havaintoja ei
ole. Parantumisen syy on perinteisen regression herkkyydessd poikkeaville
havainnoille.
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Taulukko 4: Elliptisesti jakautunut aineisto poikkeavilla havainnoilla, taulu-
kossa vertailtu 3 alkioita estimaatin 3 alkioihin. Poikkeamien keskiarvo on
laskettu AVE{|B8 — B|}.

‘ Poikkeamien keskiarvo Max poikkeama

Lo 0.40 1.12
Spatiaaliset merkit 0.27 0.55
Spatiaaliset jarjestysluvut | 0.29 0.61

Spatiaaliset merkit ja jirjestysluvut antavat huonommat estimaatit elliptises-
ti jakautuneelle aineistolle, kun mukana on poikkeavia havaintoja. Estimaatit
ovat taas hyvin ldhelld toisiaan, mutta spatiaalisten merkkien estimaatti on
aavistuksen parempi.

5 Johtopaatokset

Tyossé tavoitteena oli vertailla eri menetelmien onnistumista lineaarisen mal-
lin regressiokertoimien estimoimisessa erilaisille simuloiduille aineistoille. Ai-
emmat luvut antavat lukijalle lisdksi valmiudet kiyttaé tyossa esiteltyja me-
netelmia.

Taulukkoon 5 on kerétty eri menetelmét paremmuusjirjestyksessi. Poikkea-
vien havaintojen ja eri jakaumaoletusten seurauksena vertailua onnistumi-
sesta tulisi tehdé ainoastaan aineistokohtaisesti.

Normaalijakaumaoletusten vallitessa Lo-regressio tuottaa parhaan estimaa-
tin. Tulos on sopusoinnussa Gaussin ja Markovin lauseen kanssa. Toisaalta
perinteinen regressio tuottaa selvisti huonoimman estimaatin muille aineis-
toille. Perinteinen regressio on siis erittdin herkké poikkeaville havainnoille
ja aineiston paksuhéntaisyydelle. Kuitenkin perinteistd Lo-regressiota tulisi
ehdottomasti kayttdd, jos voidaan varmistaa normaalisuusoletusten olevan
voimassa.

Tulokset osoittavat spatiaalisten merkkien ja jarjestyslukujen robustin luon-
teen. Spatiaaliset merkit tuottavat parhaat estimaatit muille paitsi normaa-
lijakautuneelle aineistolle. Spatiaaliset jarjestysluvut taas antavat kaikille ai-
neistoille toiseksi parhaat estimaatit. Tulosten perusteella spatiaalisten merk-
kien ja jirjestyslukujen paremmuutta on vaikea verrata. Spatiaaliset jarjes-
tysluvut maéritellaan spatiaalisten merkkien avulla, mika selittda molempien
menetelmien samankaltaiset tulokset. Spatiaaliset jirjestysluvut antavat li-
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Taulukko 5: Eri menetelmit paremmuusjirjestyksessi eri aineistoissa.

‘ Norm. Norm. ja poikkeavat Ell. Ell ja poikkeavat

Lo 1. 3. 3. 3.
Spatiaaliset merkit 3. 1. 1. 1.
Spatiaaliset jarjestysluvut | 2. 2. 2. 2.

siksi paremman estimaatin normaalijakautuneelle aineistolle suhteessa spa-
tiaalisiin merkkeihin.

Kun dimensioiden méaara kasvaa ja aineiston jakaumaoletuksia ei tunneta, ro-
bustien menetelmien merkitys kasvaa. Kahdessa dimensiossa visualisointi on
vield mahdollista, jolloin regressiografitkan avulla voidaan etsid poikkeavia
havaintoja ja tutkia jakaumaoletusten paikkansapitivyyttd. Moniulotteise-
selle aineistolle pystytdédn harvoin tuottamaan regressiodiagnostiikkaa tuke-
vaa regressiografiikkaa, jolloin erds vaihtoehto ongelman sivuuttamiseksi on
robustien menetelmien kdytto.
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