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Tiivistelma

Satelliitit naytteleviat yha suurempaa roolia modernin yhteiskunnan toiminnoissa,
ja satelliittien tekninen hyodyntdminen edellyttad kykya ennustaa niiden ratoja,
ja siten sijaintia. Painovoiman ohjaamaa kiertorataliiketta on mahdollista kasitella
analyyttisesti staattisina elliptisind ratoina, nk. Keplerin ratoina, tekemélla voimak-
kaita yksinkertaistavia oletuksia painovoimakentésta ja satelliittiin vaikuttavista
voimista. Hienostuneempia ja tarkempia ennusteita voidaan saavuttaa joko lisaidamalla
Keplerin mekaniikkaan matemaattisesti kompeloita perturbaatioita, tai hylkdamalla
analyyttinen paradigma, ja siirtymalla painovoiman numeeriseen integrointiin.

Luomme téssé tyossa katsauksen kolmeen varsin yksinkertaiseen numeerisen in-
tegroinnin menetelmaan: Eulerin metodi, Verlet-integraatio, seka 4. asteen Runge-
Kutta -metodi. Implementoimme nama algoritmit, vertailemme niiden soveltuvuutta
rataliikkeen numeeriseen integrointiin, seké tarkastelemme kattavasti eroja niiden
tarkkuudessa. Kaytamme tahén tarkoitukseen seka ideaalista gravitatiivista mallia,
ettd hyvin tarkkaa ja realistista referenssidataa aurinkokunnan kappaleiden liikkeista.

Johtava havaintomme on toistuva hierarkia algoritmien véililla: RK4 erottuu saén-
nonmukaisesti menetelmista tarkimpana, ja Eulerin metodi osoittautuu odotetusti
kayttokelvottoman kehnoksi ratapropagointiin. Erot tarkkuudessa Verletin ja RK4:n
valilla osoittautuvat maltillisiksi, ja RK4:n toisaalta raskaampi laskentakuorma voisi
antaa aihetta kattavampaan hyotysuhdetarkasteluun.

Avainsanat numeerinen integrointi, satelliitit, ratamekaniikka
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Abstract

Satellites play an increasingly important role in modern societies and economy,
and their utilization necessitates the capability of making accurate predictions of
satellite orbits, and positions. Orbital trajectories can be described analytically
as static elliptic Keplerian orbits. This approach imposes severe simplifications on
the gravitational field, and forces acting on the satellite. More sophisticated and
precise predictions can be achieved through mathematically unwieldy perturbations
on Keplerian orbits, or by abandoning the paradigm of analytical orbits altogether,
and using numerical integration instead.

In this work, we analyze three numerical integration algorithms: Euler method, Verlet
integration, and 4. order Runge-Kutta method. We implement these algorithms,
compare their suitability to numerical integration of orbital movement, and make a
thorough investigation of their differences in precision. For this purpose we introduce
an idealized gravitational model, followed by a very detailed and realistic reference
data set on the movements of major bodies in our solar system.

Our primary finding is a repeating hierarchy between the algorithms: RK4 consistently
stands out as the most precise method of those analyzed, and the Euler method
is established as inadequate for orbital propagation. The differences in precision
between Verlet and RK4 are found to be moderate, and the heavier computational
load of RK4 could justify a more involved efficiency analysis between the two.

Keywords Numerical integration, satellites, orbits
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1 Johdanto

Satelliitit ovat ihmisen avaruuteen laukaisemia, ja Maan kiertoradalle asettamia
laitteita, jotka nayttelevat yha suurempaa roolia yhteiskunnan normaalissa toimin-
nassa (EU, 2023). Planeetan — kuten Maan — kiertoradalla olo on luontaisesti hyvin
dynaaminen tila, jossa kappaleet liikkuvat suurilla nopeuksilla planeetan pinnan
suhteen.

Jotta satelliitteja voidaan hyodyntéda maasta kasin, on niiden sijaintia, ja siten liikettéa
kyettdva ennustamaan. Onneksemme vapaiden kappaleiden liike avaruuden tyhjiosséa
noudattaa hyvin puhtaasti mekaniikan lakeja.

Painovoiman kaltaisen konservatiivisen voiman hallitsemalle liikkeelle on olemassa
analyyttinen ratkaisu, kun kappaleita on kaksi, ja massat ovat pisteméisia (Karttunen
ja Valtonen, 2006). Keplerin parametrit kuvaavat téllaisia ideaalisia ratoja (Curtis,
2005). Kéytdnnon tilanteissa esimerkiksi satelliitteihin vaikuttaa havaittavasti myos
Kuun ja Auringon painovoima, Maan painovoimakentté ei ole pinnan ldheisyydessé
isotrooppinen, ja satelliiteilla on kaytossdan oma propulsio. Mm. néisté syista satel-
liittien ratojen ennustamisessa on kiytettdva numeerisen integroinnin menetelmia.
Nama etenevat lahtotilanteesta diskreetein aika-askelin, ja mallintavat satelliittin
liiketté siihen kullakin hetkelld kohdistuvan kiihtyvyyden kautta.

Painovoiman kuvaamiseen kykenevia numeerisen integroinnin menetelmia on lukusia
erilaisia, ja niiden valilla on suuria eroja numeerisessa tarkkuudessa, toteutuksen
kompleksisuudessa, tai kyvyssa kuvata epajatkuvia ei-konservatiivisia voimia. Joille-
kin integrointimenetelmille voidaan todistaa houkuttelevia matemaattisia ominai-
suuksia, kuten kineettisen energian sailyminen.

Tamén tyon tarkoituksena on esitelld pieni joukko tunnettuja integrointimenetel-
mid, demonstroida niiden toteutus, seké vertailla niiden soveltuvuutta satelliittien
rataliikkeen ennustamiseen jarkevia vertailukriteereita kayttéen.

Luomme myo0s silmayksen edistyneempiin tekniikoihin, ja tarkastelemme kvalitatii-
visesti miten avaruushallintojen aallonharjan menetelmat eroavat siitd mita téssa
demonstroimme.

2 Taustaa

Painovoiman ohjaaman taivaankappaleiden liikkeen — taivaanmekaniikan — ennusta-
minen on erds vanhimmista tieteenaloista. Kuten fysiikassa on tyypillista, tassdkin
on ollut 16ydettéavissa yksinkertaistavia malleja ja teorioita, joitka kuvaavat luontoa



onnistuneesti, mutta vain varsin karkealla tarkkuudella. Ymmarryksen karttuessa on
kyetty kehittamaén toinen toistaan tarkempia, mutta myos monimutkaisempia ja
hienosyisempia teorioita, jotka yksinkertaisissa tapauksissa toki toistavat vanhojen
teorioiden ennusteita.

Ensimmainen kuvaus kiertoratamekaniikasta, jota voidaan pitad onnistuneena, on
epéilemattd Johannes Keplerin (1571-1630) 1600-luvun alussa muotoilema elliptisten
ratojen mekaniikka. On merkillepantavaa ettd han kykeni tdhan tuntematta New-
tonin painovoimateoriaa, tai liikkkeen lakeja, jotka 16ydettiin vasta puoli vuosisataa
my6hemmin. Keplerin parametrit ovat kuitenkin yhé ténaan kayttokelpoinen (ja kay-
tetty) tapa ilmaista satelliittien ja taivaankappaleiden ratoja tarkkojen numeeristen
ennusteiden ulkopuolella. (Curtis, 2005)

Newtonin mekaniikan avulla Keplerin lait voidaan johtaa helposti yhdelta istumalta.
Néin saadaan kuitenkin kuvatuksi analyyttisesti vain kahden kappaleen muodostaman
systeemin liitke. Tamé rajoite tunnetaan yleisesti nimelld 'kolmen kappaleen ongelma’
ja nykyisin on jo osoitettu ettei analyyttistd ratkaisua suljetussa muodossa ole.
(Karttunen ja Valtonen, 2006, s. 1-7)

Monimutkaisempien painovoimaympaéristojen kuvaamiseksi on kehitetty myos mate-
maattisesti kompleksisia variaatiolaskennan menetelmia. Ndméa pohjautuvat yleensa
Hamiltonin mekaniikkaan, ja ilmaisevat esimerkiksi differentiaalisia perturbaatioita
Keplerin rataparametreihin (ESA-Space-Debris-Office, 2018, s. 7). Varsinkin 1900-
luvun alussa ennen tietokoneiden kehitysté tarvittiin néitd analyyttisesti monimut-
kaisia keinoja minimoimaan késin suoritettavan laskennan maaraa.

Nykyisin halutaan esimerkiksi satelliittien ratoja ennustettaessa ottaa huomioon
tekijoita kuten erillisistd malleista johdettu paikkakohtainen ionosfaériplasman ti-
heys, tai maan painovoimakentian darimmaisen tarkkaan kartoitetut epatasaisuudet
(ESA-Space-Debris-Office, 2018, s. 7). Tallaisten sisallyttdminen klassisen variaatio-
laskennan piiriin on mahdotonta, tai ainakin epétoivoista. Toisaalta tietokoneiden
laskentateho on kehittynyt valtavasti, ja analyyttisten menetelmien késittely on
vaivalloista, niinpd numeeriset menetelmat ovat vakiintuneet ratamekaniikan ennus-
tamisen.

Numeerisen integroinnin piiriin kuuluu valtavasti erilaisia algoritmeja, joiden komplek-
sisuus ja tulosten laatu poikkeavat paljon toisistaan. Téassa tyossa paneudumme varsin
yksinkertaisiin numeerisen integroinnin tapoihin: Eulerin metodi, Verlet integrointi,
seké 4. kertaluokan Runge-Kutta -metodi (RK4). Esittelemme realistisen satelliitin
ratamekaanisen lahtotilanteen, ja vertailemme eri metodien tuloksia integroidun
ajan- ja aika-askeleen pituuden funktiona. Vertailun metriikkana kdytdmme muutok-
sia rataenergiassa — jonka siilymislakien mukaan tulisi olla vakio — seka variointia
Keplerin rataparametreissa. Esittelemme myos tapauksen JPL:n (Jet Propulsion
Laboratory) tarjoamalla tunnetulla ratamekaanisella 1ahto- ja lopputilanteella, ja
selvitaimme kykenevatko tarkasteltavat algoritmit toistamaan naita tuloksia.



3 Menetelmat

Tulemme kédyttaméadn seuraavia matemaattisia merkintojé, symboleja ja konventioita:

paikkavektori (r € R?)

nopeusvektori (v € R?)

kiihtyvyysvektori (a € R3)

massa, pieni, ei omaa gravitaatiota

massa, gravitoiva

Newtonin gravitaatiovakio (6.67430(15) x 107"'Nm?/kg?)
Standardi gravitaatioparametri (u = yM)

numeerisen integroinnin askelpituus

aika

etaisyys

HTER 2 23R <

3.1 Eulerin metodi

Eulerin metodi on kukaties kaikkein tunnetuin, ja varmasti yksinkertaisin numeerisen
integroinnin algoritmi. Se sisiltdéd vain yhden lineaarisen kiihtyvyys-evaluaation aika-
askelta kohti, ei sailyté tietoa aiemmista aika-askeleista, ja voidaan kuvata oleellisesti
kolmella ohjelmakoodirivilld. Eulerin metodia voidaan pitaéd Hamiltonin mekaniikan
numeerisen integraattorin darimmilleen redusoituna versiona (Ascher ja L.R., 1997).
Se onkin tunnettu jo vuosisatoja, ja vaikka kantaakin Leonhard Eulerin nimeé, hén ei
luultavasti ollut ensimmainen matemaatikko tai fyysikko, joka ideaa on hyodyntéanyt.

Olettakaamme y:n alkuarvo-ongelma

y(0) =y ja f(t.y) =y'(D), (1)
missé yo on vakio, t € R, y(t) € R™ ja missa y/(t) = 83‘3—9.

Eulerin metodilla voidaan nyt estimoida y(t):n arvoa iteratiivisesti seuraavalla tavalla

Yn+1 = Yn + hf(tna yn>7

jossa h on integroinnin askelpituus.

Eulerin metodi on lahes aksiomaattisen intuitiivinen tekniikka téallaisen alkuarvo-
ongelman ratkaisuun. Se voidaan myos rigdoristi johtaa monin eri tavoin. Hyodylli-
simpéna voidaan pitaa ldhestymistapaa Taylorin sarjan kautta:

f'(a) f"(a) 2, ["(a)

fla) ~ fla) + 5 e—ap+ -

(xr —a)+
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Taylorin sarjasta saadaan

1
y(to +h) = y(to) + ¢ (to)h + 5?//(150) *h? + O(h?),
joten
y(to + ) = y(to) + f(to, yo)h + O(h?).
Kuten niemme, johto Taylorin sarjan kautta antaa suoraan myos estimaatin O(h?)

numeerisen integraatiovirheen kokoluokasta.

Klassisen ratamekaniikan sovelluksessa kuvaamme jaljitettavan satelliitin sijaintia r.
Newtonin mekaniikka muotoutuu alkuarvo-ongelmaksi (1) seuraavasti:

N
M ,-YMZ
v(t) = a(t), a(t) IT——TT
; [[rar, —rl]?
r(0) =rp, sekd v(0) = vq.

Jossa termit M; kuvaavat gravitoivia massoja. Pistenotaatio (kuten v) kuvaa téssé
tyossé aikaderivaattaa %. Koska analyyttinen kuvaus saavutetaan paikan toiselle
derivaatalle eli painovoimakiihtyvyydelle, joudumme yllapitdméaan kahta kytkeyty-
nyttéd integraatioketjua, ja paikkavektori seuraa siis kaksoisintegraation tuotteena.
Tama on merkillepantavaa siksikin ettd numeeriset kaksoisintegraalit divergoivat hel-
posti. Onneksi ratamekaniikka ei luonteeltaan ole kaoottisimpia systeemejé. Eulerin
metodilla saamme siis seuraavanlaiset paivitysalgoritmit:

rpy1 =Ty + hVn,
Vptl =V, + hamja

il v M;

Apt1 = Z

i=1 HrMmz - I'nHQ

3.2 Verlet integrointi

Verlet-integrointi on hieman monimutkaisempi integraatiomenetelmé, jonka Loup
Verlet esitteli 60-luvulla nykyisen numeerisen laskennan kontekstissa (Verlet, 1967).
Menetelméé on kuitenkin ilmeisesti kaytetty jo 1700-luvulta alkaen. P.H. Cowell ja
A.C.C. Crommelin laskivat silla Halleyn komeetan radan vuonna 1909, ja vuonna
1906 Carl Stormer kaytti sitd mallintaessaan varattujen hiukkasten liikettd magneet-
tikentassa. Toisinaan kirjallisuudessa kaytetaédnkin termia Verlet-Stomer metodi.

Poiketen Eulerin metodista, Verlet integraatio on ’symplektinen’ (Dixon ja Reich,
2014). Symplektiselld integraattorilla tarkoitetaan algoritmia, joka tietyilla ehdoilla
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sdilyttad numeerisesti mallinnettavan jarjestelman Hamiltonin energian. Tyypillisesti
tdma tarkoittaa potentiaali — liikemaéra -analogista Hamiltonia, kuten:

Symplektisyyden osoittaminen on varsin monimutkainen prosessi, emmeké tassa tyos-
sé paneudu siihen. Klassinen Verlet-integraation paivitysaskel Newtonin mekaniikalle
on ensimmaéiselle aikapisteelle n = 1:

1
ry =ro+ hVO + §a0h2,

ja lopuille n € {2,3,4...}:

1
Tny1 = 2r, —r, 1+ §anh2-

Huomionarvoista on, ettei paivitysalgoritmi sinansé tarvitse kappaleiden nopeuksia v
mihinkdan. Nopeuden ja paikan sijaan on pidettava kirjaa kahden perikkéisen aika-
askeleen sijainneista, joten tietokonetoteutuksessa muistinkulutus on oleellisesti sama
kuin Eulerin metodissa. On myo6s olemassa laajalti kaytetty variantti: Nopeus-Verlet
(velocity Verlet), jossa péivitysaskel kuuluu seuraavasti:

1
Ipy1 = T+ hv, + ianh2a ja

an + Ant1
Vo1 = Vn + #h

Verlet-integraatio on suosittu menetelma erityisesti molekulaarisissa simulaatiois-
sa, plasmahiukkasten mallinnuksessa, ja vastaavissa tilanteissa. Se soveltuu naihin
erinomaisesti, silla symplektisyys palvelee hiukkassimulaatioille keskeistd vaatimusta
pitda systeemin kokonaisenergia muuttumattomana. Verlet-integraatio on tarkkuu-
teensa nahden myos hyvin yksinkertainen toteuttaa, nopea laskea, ja kuluttaa hyvin
viahén muistia. Astronomisissa ratalaskuissa Verlet ei ole tyypillisesti kdytetty, sillé
symplektisyys ei — kukaties intuition vastaisesti — ole tae hyvéasta tarkkuudesta, vaan
Hamiltonin noudattamisesta. Yksittdisen integraatioaskeleen diskretointivirheiden
kontribuutiot kokonaisenergiaan eivat siis ole toisistaan riippumattomia, vaan sul-
kevat toisiaan pois huomattavasti tarkemmin kuin magnitudiltaan samankokoiset
satunnaisjakautuneet virheet. (Quin ja Guan, 2008)

Toisaalta, ei-symplektiset integraattorit voivat saavuttaa samalla askelpituudella

huomattavasti tarkempia tuloksia, mikéli arviointikriteerina kaytetaan absoluuttista
sijainnin virhetté ||r, — r(n x h)||.

3.3 Runge-Kutta -metodi (4. aste)

Runge-Kutta -metodit (tastedes RK), muodostavat implisiittisten ja eksplisiittis-
ten integraattorialgoritmien perheen, joita tyypillisesti kiytetddn nimenomaisesti
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ajassa etenevien differentiaalisten alkuarvo-ongelmien ratkaisuun. RK-metodien
perhe jakautuu astelukuihin algoritmisyklin sisaltamien laskentapisteiden maéréan
mukaan. Ensimmaéisen asteen RK-metodi on ekvivalentti Eulerin metodin kanssa.
Epaileméatta useimpia perheen jasenia on kaytetty eri yhteyksissa historian varrella,
mutta yhtendistavin teorian kehittivit Carl Runge, (Runge, 1894), ja Wilhelm Kutta,
(Kutta, 1896), 1900-luvun alussa. Lukuisista asteluvuista ehdottomasti tunnetuin
ja kaytetyin on 4. asteen RK-metodi, eli ytimekkadsti RK4. Aiemmin esiteltyyn
alkuarvo-ongelmaan (1) sovellettuna RK4 saa seuraavanlaisen muodon:

1
Ynt1 = Yn Tt éh(kl + 2ky + 2k3 + ky), sekd

Painokertoimet ki, ks, k3, ky madritetadn eksplisiittisesti nain:

h k
klzf(tnayn)7 k2:f(tn+§7yn+h§1)7
h k
k3:f(t"+§7yn_l_h§2)7 k4:f(tn+h>yn+hk3)a

jossa f(t,y) = %(t).

Ratamekaniikan kontekstissa paikkavektorin r ja nopeusvektorin v paivityksille on
muotoiltava omat rinnakkaiset RK4-syklinsa, jotka kytkeytyvat aikaderivaattojensa
kautta, silla

or .
ov Nt ~vM;

fV<tn) = E(tn) =an = Z (3)

On syyta huomata, ettd muista tarkastelluista menetelmistéd poiketen RK4:n k;
-kertoimien evaluointi tapahtuu pisteissa, jotka eivat ole kuulu simulaation aikapistei-
siin n € {1,2,3...}. Niinpa ratamekaaninen RK4-paivitys taytyy suorittaa vaiheittain,
siten ettd kappaleiden sijainneille ja nopeuksille paivitetdan valiaikaiset r, ja v,
arvot. Viliaikainen a,-kiihtyvyys evaluoidaan r,-sijainteja kayttaen yllakuvatun
summakaavan (3) mukaan. RK4-paivitys n — (n + 1) muodostuu siis seuraavista
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askelista:
krn,l = Vpn, kvn,l = Ay,
h h
ry <1y + §krn,1> Vi <V + §kvn,1a
krn,2 = Vi, kvn,l = Ay,
h h
r, <1, + gkrn,% Vi <V + §kvn,27
krn,?) = Vi, kvn,?) = A,
r, <1, + hky, 3, Vi < Vv, + hky, 3,
krn,4 = Vi, kvn,4 = Ay.
ja lopulta,

1
ny1 =Ty + gh(krn,l + rin,Z + zkrn,?; + krn,4> ja

1
Vpt+1 = Vg + éh(kvn,l + 2kvn,2 + 2kvn,3 + kvn,4)-

3.4 Koeasetelmat

Arvioimme tarkasteltavia integrointimenetelmié kéyttden kahta eri koeasetelmaa. En-
simmaisessé seuraamme satelliittia klassisella matalalla kiertoradalla Maan ympérilla.
Kasittelemme maan painovoimakenttéia pistemassan kenttana, emmeka ota huomioon
muita satelliitteihin vaikuttavia voimia. Toisessa koeasetelmassa simuloimme Maan
ja Kuun liiketta aurinkokunnassa tdmén vuoden alusta ja arvioimme, kuinka hyvin
eri menetelmét onnistuvat ennustamaan auringonpimennyksia seuraaville vuosille.

3.4.1 Klassinen satelliittirata

Tata koeasetelmaa varten arvomme satunnaisen tilavektoriparin (r, v) Maata kevyen
elliptiselld radalla kiertavélle satelliitille, siten ettd radan apoapsis on 700km ja
periapsis 500km. Koska koeasetelmassamme ei muita voimia ole, satelliitin radan
tulisi sailyd muuttumattomana. Voimme laskea alkutilan viitearvot rataenergialle
E,, seka Keplerin rataelementeille C = e, a, 7,2, w, # Tama on hyvin vanha, mutta
yvhé kéytetty tapa ilmaista staattiseen keskuskappaleeseen sidottu elliptinen rata
kuudella termilla (Curtis, 2005):

e: eksentrisyys, a: isoakselin puolikas,
1:  inklinaatio, 2: nousevan solmun pituus,
w: perihelin argumentti, f: luonnollinen anomalia,
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jossa ensimmaiset viisi kuvaavat radan muodon, ja # maarittaéd kiertolaisen paikan
radalla ajanhetkelld ¢ (epookkissa ty). Ulkoisten héirididen puuttuessa muiden kuin
0 tulisi pysyé vakioina.

Vertaamme integrointimenetelmia toisiinsa kayttamallad metriikkana ndiden suureiden
(E,, €,a,1,Q,w) variointia suhteessa viitearvoihin ajan ¢ funktiona, seké vakioisen
integrointiajan 77 jélkeen aika-askeleen pituuden h funktiona. Maéritdmme seuraavat
residuaalit:

1. Energiavirhe Rg,(t,h) = |E°h‘gft);5§|”f Wl seuraa satelliitin rataenergian
Eophsim(t) ja viiterataenergian Eo;ref(t) erotuksen magnitudia ajanhetkell&
t, siten ettéd aika-askeleen pituus h on kullekin integraatioajolle vakio. Téssé, ja
muissa yhteyksissa, sim-indeksi viittaa integraattorilla simuloituun tulokseeen,
ja ref-indeksi joko analyyttisesti laskettuun tai taulukoista saatuun viitearvoon,

eli referenssiin.

2. Elementtivirhe Ricepier(t, h) Z\ ’h“‘””(t)fg”ef t)] seuraa satelliitin Keplerin

stattisten rataelementtien K1,h751m(t) normalisoidun virheen summaa suhteessa
elementtien viitearvoihin KC; ,.s(t) ajanhetkelld ¢. Jélleen pidimme aika-askeleen
pituuden A kullekin integraatioajolle vakiona.

3.4.2 Maa-Kuu -jarjestelmén auringonpimennykset

Tata koeasetelmaa varten hankimme totuudenmukaiset ldhtoasemat Maalle, Kuulle,
Auringolle, sekéd muutamalle laheiselle planeetalle. Onneksemme JPL julkaisee sdén-
noéllisesti hyvin tarkkoja taulukoita taivaankappaleiden sijainneista menneisyydessé,
nyt, ja tulevaisuudessa. Kaytdmme uusinta DE441 -efemeridia (Park et al., 2021).
Valitsemme integraation alkupisteeksi vuoden 2023 alun, eli 2023.01.01 00:00 (UTC),
ja integroimme kaksi vuotta ajanhetkeen 2025.01.01 00:00 (UTC). Tall4 aikavalilla
meidén tulisi kohdata nelja auringonpimennysté (Espenak, 2023). Kykenemme siis
validoimaan tuloksemme hyvin robustisti: Toisaalta JPL:n efemerididatan tulee toi-
sintaa tdsmélleen NASA:n taulukoimat pimennykset. Néin validoimme taivaankappa-
leiden asemista, epookkiajasta ja maan kaantokulmasta maantieteelliset koordinaatit
laskevan matematiikan. Toisaalta oman rataintegraatiomme tulisi toisintaa efeme-
ridin mukaiset asemat. Nain validoimme itse integraation fysikaalisuuden. Mikali
kykenemme toistamaan usean pimennyksen maantieteellisen kulun yksin taivaankap-
paleiden tilavektoreista, on kasissimme erittain voimakas tulos rataintegraatiomme
oikeellisuuden puolesta.

Ensimmaisesta koeasetelmasta poiketen tassd voimme verrata saamiamme tulok-
sia oikeiksi tietdmiimme verrokkituloksiin. Sen sijaan kappaleiden rataenergian ja
Keplerin elementtien varioinnit tulevat olemaan huomattavasti vahaisempié, silla



15

etenemme vain joitain ratakierroksia ja kaytamme lyhyita aika-askelia. Maaritamme
nyt seuraavat residuaalit:

o7 Cy)
oGy

erotuksen Lo-normia integroidun tilan ja efemeridin mukaisen tilan vélilla ajan-
hetkella ¢. Aika-askeleen pituus h on kullekin integraatioajolle vakioinen para-
metri. Tama residuaali soveltuu paitsi kvalitatiiviseen, myos kvantitatiiviseen

vertailuun.

1. Sijaintivirhe R.(t, h) = ) sim

e

seuraa maa-kuu -vektorien r® ¢

2. Pimennyskdayrit { Py q_>@<t)} ovat tarkasteltujen pimennysten joukkoa vastaava
kayrdjoukko. Pimennyskéyra seuraa Auringosta ® kuun ¢ massakeskipisteen
kautta piirretyn janan osoittamaa pistettd P Maan & pinnalla ajan ¢ funktiona
pimennyksen ¢ aikana. Namé soveltuvat kvalitatiiviseen graafiseen vertailuun.

3. Pimennysvirheet {Ra;(t)} = {||Qsimi(at + B) — Quesi(t)]|}, Q2 € R?, ovat tar-
kasteltujen pimennysten i joukkoa vastaava kayrajoukko. Niissé €2;(t) vastaa

pimennyskiyrin Py’ (_ma(t) geograafisten korkeus- ja pituuspiirien 2-vektoria
ajanhetelld t. Residuaali muodostetaan integroidun simulaation mukaisen- ja
efemeridin mukaisen tuloksen vektorierotuksena. Pimennysvirhe on mééaritelty
silld aikavalilld t € [taiku,iref; tioppu,ires] jonka ajan kuun massakeskipisteen varjo
leikkaa Maan kanssa efemeridien sijaintidatan mukaan. « ja g skaalaavat aikapa-
rametrin tasmédmaan integraation kanssa, siten etté toipu i sim = Caiku,ires + 5
ja tioppu,i,sim = Otioppu.iref T3 Namé residuaalit soveltuvat paitsi kvalitatiiviseen,
myo6s kvantitatiiviseen vertailuun.

3.5 Tekninen toteutus

Kéaytdmme tyon toteutukseen péaaasiallisesti Python3-ohjelmointikielta (Python-
Software-Foundation, 2023). Pythonin ymparille on viime vuosikymmenind muodos-
tunut huomattavan kattava matemaattisten luonnontieteiden ja tietojenkéasittelyn
tyokalujen ekosysteemi. Puhtaan numeriikan kirjastot, kuten numpy ja numba, ovat
muodostuneet standardinkaltaisiksi valineiksi, ja niitd kaytetdan mité vaativimmissa
tieteellisissé prosesseissa. (NumFOCUS-Inc, 2023)

Jotta efemeridien mukaisilla rataparametreilla suoritetut laskelmat ovat uudelleen
verrattavissa efemeridin dataan muilla ajanhetkilld, on prosessissa kiinnitettiva
erityistd huomiota oikein aikastandardien kayttoon. DE-441 ilmaisee sijainnit nk.
TDB-ajassa, eli dynaamisessa barysentrisessa ajassa, joka kdy maanpaéllista kelloa.
Tamé on kompromissistandardi puhtaasti maanpaéllisten TT ja UTC aikastandar-
dien ja ratamekaniikassa kdytettdvian TCB-ajan vélilla. TCB-aika (barysentrinen
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koordinaattiaika) on mééritelty sellaisen havaitsijan ajaksi, joka sijaitsee aurinko-
kunnan painovoimakentan ulkopuolella, ja liikkuu yhdensuuntaisesti aurinkokunnan
massakeskipisteen mukana, eli on levossa sen suhteen. TCB-ajan sekunti on hieman
maanpadllistd sekuntia nopeampi, ja TCB-kello edistadkin n. puoli sekuntia vuo-
dessa maanpadlliseen kelloon verrattuna. Tamé johtuu yleisen suhteellisuusteorian
mukaisesta ajan hidastumisesta maan painovoimakentéssé. Lisaksi TDB- TCB- (seké
TT- ja TAI-) ajat ovat lineaarisia, eli niihin ei lisita karkaussekunteja, toisin kuin
siviilikaytossa yleiseen UTC-aikaan. UTC-aika sisaltad nykyisin jo 37 karkausse-
kuntia. Téasta ja relativistisista efekteistd johtuen UTC- ja TCB-ajat ovat nykyisin
erkaantuneet toisistaan jo yli 90 sekuntia. (Kaplan, 2005)

Aikastandardien kasittelyyn kdytdmme tunnettua téhtitieteeseen suunnattua astropy-
kirjastoa, joka kykenee suorittamaan muunnokset ylla mainittujen standardien vélilla

vaivatta. (Astropy-Project, 2023)

Liitteeseen A on koottu oleellisimmat osat laskelmien ldhdekoodia: itse integraattori,
sekd geometrisia tyokaluja auringonpimennysten maérittamiseen.

4 Tulokset

4.1 Klassinen satelliittirata

Valitsimme satunnaisgeneroidut alkuhetken tilavektorit seuraavien rataparametrien
ja keskuskappaleen gravitaatiopotentiaalin mukaan:

perigee 500km

apogee 700km

ro [100347.421809, —6601334.8286, 1903404.8112]m
Vo [7631.12335654, —107.09643757, —773.74134445]
s 3.986004418 * 104

Koska téassa koeasetelmassa ei ole keskuskappaleen painovoiman lisaksi lasna muita
voimia, tulisi kaikkien rataparametrien, seka satelliitin energian séilyd muuttumatto-
mina. Saadaksemme yleiskuvan eri algoritmien kyvysta pysyé radallaan, piirramme
ensin 100 ratakierroksen jalkeisen tilanteen:

Piirroksessa 1 ndemme graafisesti kuvattuna satelliitin sijainnin ensimmaisen sadan
ratakierroksen aikana, kullakin integrointimetodilla. Piirrosta hallitsee Eulerin meto-
din kayré, jolla jokainen ratakierros loittonee keskuskappaleesta. Taméa kasvava virhe
on seurausta Eulerin metodin adrimmaisesta yksinkertaisuudesta. Verlet ja RK4
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100 kierrosajan integroidut ratakayrat. h; = 10.0s ratakdyrat 3D-piirroksena. h: = 10.0s

T T
4 l l l M Maa | « Maan pinta
—— Euler _ Euler
3 —— Verlet | | | Verlet
—— RK4
24
ol 1z
. I
o o
_1 -
=2
-3
2
4 -6
T T T T T 6

Kuva 1: 100 ensimmaisté ratakierrosta 2D ja 3D tasossa, aika-askeleen arvolla
ht = 10s.

erottuvat heikosti piirroksessa: niiden radat piirtyvat muuttumattomina péaallekkain
maan pinnan laheisyyteen, mika onkin toivottava lopputulos.

Rataenergian suhteellinen virhe h;=10.0s 1e-15 K1 Nousevan solmun pituus le-14 Ky: inklinaatio
T T T T T T
—— Euler —— Euler 4 A, — Euler |
107! —— Verlet | 6 AN —— verlet | ey A ‘\— Verlet
s
— RK4 MJ —— RK4 3 ‘/ VW — RK4 |
o o107 oo y o W ) X LY
g & | W
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o 107 1073
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Kuva 2: Rataenergian ja Keplerin parametrien kehitys ajan suhteen, aika-askeleen
arvolla h; = 10s.

Kuvaajiin piirroksessa 2 on koottu normalisoidut virheet rataenergiassa, seka kaikissa
viidessa Keplerin rataparametrissa. Huom: Kéaytamme logaritmista asteikkoa, jotta
hyvin eri kokoluokissa olevat virheet ovat vertailtavissa. Jo rataenergiassa havaitsem-
me selkedan hierarkian integrointialgoritmien valilla: Eulerin metodin virhe kasvaa
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hyvin pian yli viisi kertaluokkaa muita suuremmaksi. Verlet ilmentaé kirjallisuuden
mukaan symplektisille algoritmeille tyypillista kaytosta: Energiavirhe oskilloi voi-
makkaasti, muttei kasva 107 tasoa suuremmaksi. Algoritmi kykenee pysyttelemain
suhteellisen lahelld Hamiltonia, vaikka spatiaalisesti satelliitin sijainti ei valttdmatta
ole yhta tarkka. Verletin ja RK4:n vélilla nayttdytyy myos hierarkia, jossa RK4 saa-
vuttaa konsistentisti suuremman tarkkuuden kuin Verlet, ja siis parhaan tarkkuuden
tarkastelluista algoritmeista.

Keplerin parametreissa Ky, Nousevan solmun pituus, seka Ko, inklinaatio, kaikkien
algoritmien virheet koostuvat skaalan O(1071%) kohinasta, miké vastaa kiytettyjen
64-bittisten liukulukujen maksimitarkkuutta. Namé parametrit maarittavit ratatason
asennon avaruudessa. Piirroksen 1 3D-kéyra tukee tatd havaintoa: Eulerin metodin
suurikokoinen virhekin karkaa ulospain siilyttaen tasmalleen alkuperéisen radan
tason.

Rataenergian suhteellinen virhe

K3: perihelin argumentti

Lo-1 —— Euler 100 4 T ———— Euler
1 Verlet Verlet
— —— RK4 — 1072 —— RK4
- 10-3 W
2 g
| o Sle
ule 10-5 - 2|10y
1 |uf )
Ll._? 10-7 4 15 107° 4
10-° - 1078 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
torbit torbit
th th
K4: isoakselin puolikas Ks: eksentrisyys
101 M"—'—F—'—ﬁ—p—_'_ Euler 1014 \M’H"H—v*p_,_,_,__'_ et
o Verlet Verlet
v —— RK4 — 10714 —— RK4
T 10 T
;|® |y 1073 1
Qg bl
—— =
| 10 || 1051
W _ 2
— 1077 4 — 1071
107° 107° 1
T T T T T . T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
torbit Lorbit
th th

Kuva 3: Rataenergian ja Keplerin virhe aika-askeleen ¢, suhteen, 100 ratakierroksen
jalkeen

Piirroksen 3 kuvaajiin on koottu ylld mielenkiintoiseksi havaittujen muuttujien E,,
K3, K4, K5 normalisoidut virheet aika-askeltasossa integrointiajalla 100 ratakierrosta.
Aika-askeltaso on normalisoitu koeasetelman karakteristisen aikaskaalan — kierrosajan
— suhteen. Akselin numeerinen arvo kuvaa kuinka moneen osaan aika-askel jakaa
karakteristisen aikaskaalan. Téassa tapauksessa kierrosaika t,.p;; = 96min 32s.

Piirroksen 3 kuvaajat vahvistavat odotetun: Pienempi aika-askel johtaa suurempaan
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tarkkuuteen kaikilla algoritmeilla, ja aikatasokuvaajissa kédytetyn arvon ¢, = 10s
tuottama hierarkia toistuu kiytédnnossa kaikkialla aika-askeltasossa (10s ~ 600%
aika-askeltasossa). Tamén koeasetelman tulosten pohjalta téssé tarkastelluista mene-
telmista RK4-algoritmia voidaan pitaa yksiselitteisesti tarkimpana rataintegroinnin
metodina.

4.2 Maa-Kuu -jarjestelman auringonpimennykset

Valitsemme integraation alkupisteeksi vuoden 2023 alun, eli 2023.01.01 00:00:00
(UTC), ja integroimme kaksi vuotta ajanhetkeen 2025.01.01 00:00:00 (UTC). Julkisis-

ta lahteistd tiedamme, etta téna aikana tulee tapahtumaan nelja auringonpimennysté,
paivaméiring 2023.04.20, 2023.10.14, 2024.04.08 ja 2024.10.02. (Espenak, 2023)

Kuun suhteellinen sijaintivirhe. t, = 60.0s Kuun suhteellinen sijaintivirhe 12.0kk kuluttua.
o —— Euler 102 —— Euler
10 Verlet Verlet
— RK4 —— RK4
v 101
_ 1072 4
100
T
8|~
1
| 1o 107% 10
|88
TE| T 1072
&
— 10—6 E
10-3
1078 4 107
0 5 10 15 20 25 100 10! 102 10? 104 105
t ty (s)

Kuva 4: Kuun sijaintivirhe aikatasossa, ja aika-askeltasossa

Piirrokseen 4 on koottu sijaintivirheen R.(,h) kuvaajat aikatasossa, sekid aika-
askeltasossa. Koeasetelmassa 1 havaittu hierarkia algoritmien valilla toistuu: Eulerin
metodi erottuu selvasti kehnoimpana, siind missé Verlet ja RK4 saavuttavat edes
jollain méaaritelmalla tarkkoja tuloksia. RK4 nayttaytyy jalleen varsin yksiselitteisesti
tarkimpana. On huomionarvoista, ettd Eulerin metodin virhe saavuttaa skaalan O(1),
eli Kuun sijainti integraatioissa voi olla taysin toisella suunnalla suhteessa referenssiin.
Tama selittaakin virheessa tapahtuvan laskun, ja uudelleen nousun: Eulerin metodilla
Kuun rata kiertyy auki kuten piirroksessa 1, ja sen sijainti radallaan siis jatattaa.
Lopulta Kuu sijaitsee Maan vastakkaisella puolella, jolloin sijaintivirhe saavuttaa
karkeasti sanoen arvon 2|rfzf_>( |, minké jalkeen virhe jélleen pienenee, kunnes Kuu
on Eulerin integraatiossa kokonaisen ratakierroksen jéljessé referenssitulosta, mutta
geometrisesti lahempéna kuin aiemmin.

Toinen mainitsemisen arvoinen huomio liittyy RK4-algoritmin virheeseen aika-
askeltasossa: Normalisoitu virhe 12kk kohdalla ei laske O(107%?) -tason alle aika-
askelta lyhentamaélla, (oletuksella ettd JPL:n tulokset ovat tassa skaalassa luotetta-
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via). Todenndkoisesti RK4:n tarkkuus noudattaa maaritettya fysiikkaa kylla paranee,
mutta madritetty fysiikka ei ole tdsmaélleen sama kuin efemeridin. Olemme mité
luultavimmin joko saavuttaneet relativististen korjausten tai vuoromaan skaalan
Maa-Kuu -jarjestelméssé (Eshagh ja Alamdari, 2006). Tata hypoteesia tukee havain-
to, ettd myos Verlet-integrointi ndyttda lihestyvan asymptoottisesti samaa virherajaa
aika-askeleen kutistuessa.

Pimennys 2023-04-20 - t, =60.0s

Kuva 5: Pimennyksen 2023-04-20 geograafinen kayra, vasemmalla seka integroitu-
na etta efemeridista piirrettyna, ja oikealla Goddard Spaceflight Center:n mukaan
(Espenak, 2009)

Piirroksessa 5 ndemme integrointivilin ensimmaisen auringonpimennyksen. Punaisel-
la merkitty kayra on piirretty suoraan efemerididatan mukaan. Se tdsmaé erittain
tarkasti refrenssipiirrosta, ja numeerisesti integroimamme tulokset asettuvat piirto-
tarkkuuden rajoissa tdsmalleen oikealle paikalleen. Newtonin mekaniikan skaalassa
integraattorin fysiikan oikeellisuudelle ei kidytadnnossé jaa epailyksen sijaa. Aiempi
havaintomme Eulerin metodin kehnoudesta suhteessa kahteen muuhun algoritmiin
toistuu jélleen, mika ei tassd vaiheessa enaa yllata lainkaan.

Pimennyksen pituuspiirien laskentaan on jo mainitun matematiikan lisaksi tunnettava
Maan kdantokulmaparametrit, nk. ERA -vakiot. Naille pétee:

d
ERA,; = 0.7790572732640rad, ERA, = 1.00273781191135448?1,
0(jdagee) = 2m(ERA; + ERA jdgg), jdgooo = jd — 2451545.0.

Téssa jdyggo on Julian-2000 paivanumero, eli Juliaaninen U'T1-paivanumero -2451545.0:
aikaparametri, joka saa arvon 0.0 meridiaanin 0° keskipaivin hetkellda 2000.01.01
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12:00. 0(jdyg0p) on meridiaanin 0° kddntokulma ICRS-koordinaattijérjestelméssa,
jota mm. JPL:n efemeridit noudattavat (Kaplan, 2005). Maan kdantokulma 6 siis
ilmaisee O-meridiaanin kulmaa x-akseliin koordinaatistossa, jonka kulma on vakio
suhteessa kaukaisiin tahtitaivaan kohteisiin.

Piirrokseen 6 on koottu kaikki tassé kasitellylla integrointivalilla tapahtuvat pimen-
nykset. Havaitsemme, ettd RK4 toistaa referenssidatan piirtotarkkuuden rajoissa
taysin. Verlet alkaa viimeisissa kuvissa hieman viettad maantieteellisesti l&nteen pain.
Verlet ilmeisesti jatattda hivenen, jolloin Maan pyorimisliike siirtaéd pimennyskéyria.
Eulerin metodi ei edes tuota 2024.04.08 vastaavaa pimennysta. Tamé on analyysi-
tekninen ongelma, silla piirtorutiini lukee pimennykset samoiksi vain mikéali hetki
jolloin kuun varjo koskettaa maata ei eroa efemeridien mukaisesta pimennyksesta 24
tuntia enempaéa.

Pimennyskéyrien maantieteellisten koordinaattien normalisoidut virheet on koottu
piirroksen 7 kuvaajiin.
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Pimennys 2023-04-20 - t, =60.0s Pimennys 2023-10-14 - t, = 60.0s

Kuva 6: Integrointivélin 2023.01.01 - 2025.01.01 kaikki auringonpimennykset.

Pimennysvirhe 2023-04-20 Pimennysvirhe 2023-10-14
] 1 B e
_, ] —— Euler . 1071 3 —— Euler
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1 -2 o
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Kuva 7: Integrointivilin 2023.01.01 - 2025.01.01 pimennysten maantieteellisten koor-
dinaattien virheet.
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5 Tarkastelu

5.1 Paatelmat tarkastelluista menetelmista

4. Asteen Runge-Kutta metodi osoittautui kaikissa koeasetelmissa tarkimmaksi al-
goritmiksi kolmesta tarkastellusta. Kuitenkin Verlet-integrointi nayttaisi pystyvin
useimmissa tilanteissa samaan tarkkuuteen lyhyempaé aika-askelta kayttaen. Al-
goritmien laskentakuorman arviointi rajattiin tietoisesti taman tyon ulkopuolelle,
mutta karkeat mittaukset nyt ajettujen simulaatioiden aikana osoittivat seuraavaa:

Taulukko 4:
algoritmi | 2 kappaletta: askelta/s | 8 kappaletta: askelta/s
Euler 700 000 8460
Verlet 670 000 8220
RK4 175 000 6120

Laskentakuorma kasvaa gravitatiivisten kappaleiden méiran mukaan O(n?), mutta
kuten taulukon 4 arvoista naemme, muutkin tekijat vaikuttavat algoritmien nopeuteen.
On taysin mahdollista, etta Verlet voi oikein valitulla aika-askelpituudella yltad RK4:n
tarkkuuteen lyhyemmaéssé laskenta-ajassa. Nopeusvertailu on kuitenkin aivan oma
tietojenkésittelytekninen aihepiirinsa, silld kompleksisempien algoritmien kohdalla
edes optimaalisen implementaation maérittdminen ei ole lainkaan yksinkertaista.
Tassa tyossa kaytimme kiihdytykseen Python3-ohjelmointikielen numba-kirjastoa,
jolla voimme paasta suhteellisen pienella vaivalla ldhelle matalan tason kielten
suorituskykyé. Kaikki laskelmat tata tyota varten suoritettiin AMD Ryzen 7 5800H-
ytimella. (AMD, 2023)

On merkillepantavaa, ettd monasti vasta-alkajien valintana pidetty RK4 saavut-
taa vaivatta tarkkuuden, jolla kuvaan astuu yksinkertaisen Newtonin mekaniikan
ulkopuolisia ilmi6ita, ilmeisesti joko relativistia efekteja, tai vuoromaan kaltaiset
painovoimapotentiaalin anisotropiat Maa-Kuu -jarjestelméssa.

5.2 Aallonharjan tekniikka

Kuten aiemmissa kappaleissa totesimme, tassa tyossa kasitellyt tekniikat eivat edusta
alan viimeisimpia tai parhaimpia metodeja, vaan hyvin klassisia ldéhestymistapoja;
jokaista tiedetadn kaytetyn yli vuosisata sitten. Tarkastelkaamme hieman miten alan
eturintaman toimijat késittelevat ratamekaanisia laskuja, ja mita tekijoitd nykyisin
otetaan huomioon.
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leiden ratojen ennustaminen on tarpeellista kaikille tahoille, jotka operoivat laitteita
maan kiertoradalla, syvemmalla avaruudessa, tai korkeilla ballistisilla kaarilla. Téama
kattaa kaytannossa valtiolliset avaruusinstituutiot, satelliitteja omistavat ja ohjaavat
yritykset ja valtiot, seké tietyt asevoimat. (EU, 2023)

Karkeasti ratalaskennassa on erotettavissa kaksi toisistaan poikkeavaa toimintaym-
paristoda: Maan lahelld sijaitsevat- ja ulkoavaruuden kohteet.

Maan lédheisyydessa kappaleiden sijaintia voidaan mitata suhteellisen usein, niita
voidaan usein ohjata, ja niihin kohdistuvat voimat ja vuorovaikutukset ovat potentiaa-
lisesti erittdin kompleksisia ja joskus hankalasti ennustettavia. Téassé tyossa oletimme
Maan painovoimakentéan yksinkertaisesti Newtonisen pistemassan isotrooppiseksi
kentédksi. Todellisuudessa ensinnakin maan pyorimisliikkeesta seuraava litistyminen
ellipsoidiksi aiheuttaa matalilla radoilla merkittavin poikkeaman ideaalikenttaén
(Pavlis et al., 2012). Tamén lisdksi kallioperén paikallinen koostumus, laattatekto-
niikka, Kuun indusoima vuoromaa (maankuoren itsensia muovautuminen vuoroveden
tapaan), vuorovesi, ja korkeampien kertaluokkien hyrriefektit aikaansaavat komplek-
sisia muutoksia maan potentiaalikenttaan, jotka ovat riittavin suuria vaikuttamaan
kiertoratoihin geostationaarisen radan alapuolella. Téta hienosyistd kokonaiskenttéa
ei voida johtaa analyyttisesti, vaan se on kartoitettu paitsi maan pinnalla tehtavin
mittauksin, nykyaan erittdin tarkoilla interferometrisatelliittimissioilla. Lopputuottee-
na tama geodesiaksi kutsuttava tieteenala kykenee tuottamaan potentiaalikarttoja,
joissa kokonaiskenttd kuvataan palloharmonisia Laplacen kantafunktioita kayttiaen
alle kilometrin tarkkuudella. Téallainen kartta vaatii joitakin miljoonia kantafunk-
tioiden painokertoimia (Pavlis et al., 2012). Ratamekaniikan kontekstissa néistéa
ensimmaiset kymmenisen tuhatta ovat tarpeellisia.

Painovoimakentén epéatasaisuudet tasoittuvat nopeasti etaisyyden kasvaessa, mika
rajaa potentiaalikartan tarkkuusvaatimuksia korkeammilla radoilla. Matalilla radoilla
puolestaan ilmakehéan kaasuista avaruuteen kurottava ionosfdariplasma tihenee, ja
hienosyisimmét painovoimakentéin epétasaisuudet hukkuvat plasman aerodynaami-
seen vastukseen. Satelliittien matalalla kokema ionosfdarivastus on vain rajallisesti
ennustettavissa, silla auringon aktiivisuus vaikuttaa voimakkaasti ionosfaédrin kokoon
ja plasman tiheyteen. Tunnetaan tapauksia, joissa rakettilaukaisun aikaan tapahtu-
nut aurinkopurkaus on arvaamatta puhaltanut ionosfaérin monta kertaa odotettua
suuremmaksi, ja laukaisuvalineen matalalle radalle jattamat satelliitit eivat kyenneet
omin moottoreineen vastustamaan kasvanutta plasmakitkaa, vaan putosivat takaisin
ilmakehééan (Fang et al., 2022). Néiden kaoottisten tekijoiden takia erittdin matalalla
lentéavien satelliittien ratoja ei voida edes teoriassa ennustaa tarkasti kovin pitkalle
tulevaisuuteen.

Maan lahiavaruudessa rataliikkeen ennustamisen vaikeudet liittyvat yllakuvattuihin

ole lisdhyotya. Niinpa vakavaotteisimmatkin toimijat tyytyvat mitd ilmeisimmin
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esimerkiksi 8. kertaluokan Runge-Kutta -metodeihin, jotka muistuttavat pitkalti
tassd tyossa kasiteltyja algoritmeja. (ESA, 2023)

Ulkoavaruuden kohteet eli muut suuret taivaankappaleet, asteroidit, ja kaukaiset
avaruusluotaimet kiinnostavat yksinomaan valtiollisia avaruusinstituutioita. Naiden
ratoja pyritadn — mutta myos voidaan — ennustaa hyvin pitkéalle tulevaisuuteen, silla
merkityksellisid kitkavoimia ei ole, ja valtavat etdisyydet mahdollistavat kappaleiden
kasittelyn pistemassoina.

Talla alalla NASA:n JPL on ehdottomasti merkittdvin, ja monessa mielessé ai-
noa relevantti toimija. JPL julkaiseekin sdannollisesti tahtitieteessa standardiksi
muodostunutta efemeridia merkittavimpien taivaankappaleiden sijainneista nyt, men-
neisyydessé ja tulevaisuudessa (Park et al., 2021). Modernit efemeridit kattavat Maan
ja sisempien planeettojen liikkeet kymmenien metrien tarkkuudella nyt ja kilometrien
tarkkuudella sadoiksi vuosiksi eteenpéin. Lisaksi JPL:n julkisesti saatavilla oleva HO-
RIZONS -tietokanta kattaa satojen tuhansien asteroidien, komeettojen, luotaimien,
ja muiden kappaleiden ratatietoja.

Siind missa efemerididata on hyvin kattavasti julkista tietoa, naiden tuotteiden
laskentametodit eivat ole. JPL:n tieteelliset artikkelit modernien taulukoiden teko-
prosessista kuvailevat yksityiskohtaisesti laskuissa kédytettaviéd lahdeaineistoa, ja sen
epatarkkuuksia, mutta jattavat ilmeisen tietoisesti mainitsematta keskeiset integroin-
tiomenetelmét (Park et al., 2021). Prosessi nojaa tutkilla ja luotaimien radiolahettimil-
14 hankittuihin etédisyysmittauksiin, ja naiden kokeiden aikaleimoihin. Téma aineisto
yhdistetdan taivaankappaleiden liikkeité alkutilanteesta mallintavaan integraatto-
riin. Etdisyysmittauksien erot koetulosten ja mallin valilla kullakin ajanhetkell&
tuottavat joukon residuaaleja, joiden painotettua summaa minimoimalla voidaan
padsté todellisuutta parhaiten vastaaviin taivaankappaleiden sijainteihin. Luultavasti
prosessissa kaytetdan jotakin hyvin monen askeleen integraattoria, kuten Gauss-
Jackson -ennustus-korjaus -algoritmia, tai jotakin laajan Adams -integraattoriperheen
menetelmad.
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A Integraattorin ldhdekoodi

Ty6 kokonaisuudessaan kasittaéd useita eri lahdekooditiedostoja ja muutamia tuhan-
sia koodirivejé, joista valtaosa liittyy graafien piirtoon, laskentatulosten tallentami-
seen ja valmiiden tulosten kasittelyyn piirtoa varten. Alle on liitetty lahdekoodit
integraattorille, sekéd muutamille olennaisimmille matemaattiselle tyokalulle.

import numpy as np

from numba import float64, int64

from numba import types, typed, njit
from numba.experimental import jitclass

G_GRAVITY = 6.6743015e-11

float_array2D = float64[:,:]
float_arraylD = float64[:]

@njit(cache=True)
def npv3(a,b,c):
return np.array((a,b,c), dtype=np.float64)

@njit(cache=True)
def unitize(v):
return v / np.linalg.norm(v, 2)

o_object_spec = [
(’ID’, int64),
(’m’, float64),
(’mu’, float64),
(°I’, float_array2D),

’r’, float_array2D),
(°k_r’, float_array2D),
v, float_arrayQD),
(’k_v’, float_array2D),
(’acc’, float_array2D),
(°k_acc’, float_array2D),

(’r_arr’, types.ListType(float_arrayilD)),
(’v_arr’, types.ListType(float_arraylD)),
(’acc_arr’, types.ListType(float_arrayiD)),
(°T_arr’, types.ListType(types.float64))
]
@jitclass(o_object_spec)
class O_object:
def __init__(self, m, r, v, I=None, mu=None):
self.ID = np.random.randint (0, 10000000000)
self.m = m
self.mu = m * G_GRAVITY if (mu is None) else mu
self.I = np.identity(3) if (I is None) else I



self
self
self
self
self
self

self.

self

self
self
self
self

.r = np.zeros((2,3), dtype=np.float64)
.r[0] = r.copy(O

.k_r = np.zeros((5,3), dtype=np.float64)
.v = np.zeros((2,3), dtype=np.float64)
.v[0] = v.copy(O)

.k_v = np.zeros((5,3), dtype=np.float64)

acc = np.zeros((2,3), dtype=np.float64)

.k_acc = np.zeros((5,3), dtype=np.float64)
.r_arr = typed.List.empty_list(float_arrayilD)
.v_arr = typed.List.empty_list(float_arrayiD)
.acc_arr = typed.List.empty_list(float_arrayi1D)
.T_arr = typed.List.empty_list(types.float64)

def records_as_numpy_arrays(self):
r_arr = np.array(self.r_arr)
v_arr = np.array(self.v_arr)

acc_

arr = np.array(self.acc_arr)

T_arr = np.array(self.T_arr)
return r_arr, v_arr, acc_arr, T_arr

o_object_instance = 0_object.class_type.instance_type

sim_specc =
(’object
¢T, f1
]

[
s’, types.ListType(o_object_instance)),
oat64)

@jitclass(sim_specc)

class SIM:

def __init__(self):

self
self

def add_

self

.T=20.0
.objects = typed.List.empty_list(o_object_instance)

obj(self, 0):
.objects.append(0)

def record_obj_states(self):

for

obj in self.objects:

assert obj.r[0].shape == (3,)
obj.r_arr.append(obj.r[0].copy())
obj.v_arr.append(obj.v[0].copy())
obj.acc_arr.append(obj.acc[0].copy())
obj.T_arr.append(self.T)

def fetch_state(self, i_from, i_to):

for

obj in self.objects:
obj.r[i_to] = obj.r[i_from]
obj.v[i_to] = obj.v[i_from]
obj.acc[i_to] = obj.acc[i_from]

def apply_k_to_state(self, i_k, i_state, coeff):

for

obj in self.objects:
obj.r[i_state] += obj.k_r[i_k] * coeff
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obj.v[i_state] += obj.k_v[i_k] * coeff

def RK4_acquire_k(self, i_k, i_state_using, dt):
for obj in self.objects:
obj.k_r[i_k] = obj.v[i_state_using] * dt
obj.k_v[i_k] = dt * self.get_grav_acc(obj.ID,
obj.r[i_state_using],
i_state_using)

def get_grav_acc(self, ID, r, state_idx):
a = npv3(0,0,0)
for obj in self.objects:
if obj.ID == ID:
continue
o_r = obj.r[state_idx]
rdelta = o_r - r
dist = np.linalg.norm(rdelta, 2)
if dist < 5:
continue
ai = obj.mu / (distx*dist)
u = unitize(rdelta)
a = a + ai*u
return a

def compute_initial_accelerations(self):
for obj in self.objects:
obj.acc[0] = self.get_grav_acc(obj.ID, obj.r[0], 0)

def euler_integration(self, dt): #diverges
self.T += dt
for obj in self.objects:
obj.acc[0] = self.get_grav_acc(obj.ID, obj.r[0], 0)
for obj in self.objects:
obj.r[0] = obj.r[0] + dt * obj.v[0]
for obj in self.objects:
obj.v[0] = obj.v[0] + dt * obj.acc[0]

def v_verlet_integration(self, dt):
self. T += dt
for obj in self.objects:
obj.r[1] = obj.r[0] + obj.v[0]l*dt + 0.5%obj.acc[0]*dt*dt
for obj in self.objects:
obj.acc[1] = self.get_grav_acc(obj.ID, obj.r[1], 1)
obj.v[1] = obj.v[0] + 0.5%0obj.acc[0]*dt + 0.5%obj.acc[1]*dt
for obj in self.objects:
obj.r[0] = obj.r[1]
obj.v[0] = obj.v[1]
obj.acc[0] = obj.acc[1]

def RK4_integration(self, dt):
self.T += dt
self .RK4_acquire_k(1, 0, dt)
self.fetch_state(0, 1)
self.apply_k_to_state(l, 1, 0.5)



self .RK4_acquire_k(2, 1, dt)

self.fetch_state(0, 1)

self.apply_k_to_state(2, 1, 0.5)

self .RK4_acquire_k(3, 1, dt)

self.fetch_state(0, 1)
self.apply_k_to_state(3, 1,

self .RK4_acquire_k(4, 1, dt)

self.apply_k_to_state(l, O,
self.apply_k_to_state(2, O
self.apply_k_to_state(3, O,
self.apply_k_to_state(4, 0

1/6)
1/3)
1/3)
1/6)
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Alle liitettyyn lahdekoodindytteeseen on koottu méaritykset seuraaville funktioille:

Taulukko Al:

funktio

toiminto

angle_between_vectors_3D(vl,v2)

Laskee kahden 3-vektorin véalisen terdvéin
kulman.

shadowpoint (p_sun,p_moon,p_earth,Re)

Laskee Kuun massakeskipisteen heittaman
varjon sijainnin Maan pinnassa.

measure_eclipse(p_sun,p_moon,p_earth,Re)

Maarittdd varjostaako Kuu Maata, ja
laskee varjopisteen.

get_earth_orientation_rad(t_,sym_conv)

Maarittdd Maan absoluuttisen kddntokulman.

@njit(cache=True)

def angle_between_vectors_3D(vl,v2):
dot = np.dot(vl,v2)
cross = np.cross(vl,v2)
det = np.linalg.norm(cross, 2)
angle = np.arctan2(det, dot)
return angle

@njit(cache=True)

def shadowpoint(p_sun, p_moon, p_earth, Re):
u_sun_moon = unitize(p_moon - p_sun)

threshold = 1.0

alpha = angle_between_vectors_3D(p_moon - p_sun, p_earth - p_moon)
d_moon_earth = np.linalg.norm(p_earth - p_moon, 2)
beta = np.pi - np.arcsin(d_moon_earth * np.sin(alpha) / Re)

gamma = np.pi - (alpha + beta)
assert gamma < (np.pi / 2)

r = np.sin(gamma) * Re / np.sin(alpha)

d_to_ebc = np.linalg.norm(p_moon + r * u_sun_moon - p_earth, 2)

d_to_surf = abs(d_to_ebc - Re)
assert d_to_surf < threshold

p_strike = p_moon + r * u_sun_moon
assert d_moon_earth > np.linalg.norm(p_moon - p_strike)

return p_strike, r

@njit(cache=True)

def measure_eclipse(p_sun, p_moon, p_earth, R_earth):




def
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v_sun_moon = p_moon - p_sun
v_moon_earth = p_earth - p_moon
d_moon_earth = np.linalg.norm(v_moon_earth, 2)
alpha = angle_between_vectors_3D(v_sun_moon, v_moon_earth)
alpha_crit = np.arcsin(R_earth / d_moon_earth)
if alpha > alpha_crit:
eclipsing = 0

lat = 0
lon =0
else:
p_strike, r_ = shadowpoint(p_sun, p_moon, p_earth, R_earth)

_asrl = angle_between_vectors_3D(p_strike-p_earth, p_moon-p_earth)
assert _asrtl < (np.pi / 2)
v_strike = p_strike - p_earth
lat = rad2deg+*np.arctan2(v_strike[2], np.linalg.norm(v_strike[0:2]))
lon = rad2deg*np.arctan2(v_strike[1], v_strike[0])
eclipsing = 1

return eclipsing, lat, lon, alpha, alpha_crit

get_earth_orientation_rad(t_, sym_conv):
ERA1 = 0.7790572732640
ERA2 1.00273781191135448
ret = (-2*np.pi * (ERA1 + ERA2 * (t_.utl.jd - 2451545.0))) % (2#%np.pi)
if sym_conv and (ret > np.pi):
ret = ret - (2 * np.pi)
return ret
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