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Tiivistelma:

Lineaarisessa monitavoiteoptimointitehtavassa (MOLP, Multiple Objective Linear
Programming) on useita lineaarisia kohdefunktioita, joita optimoidaan lineaaristen
yhtal6- ja epayhtalorajoitteiden vallitessa. MOLP-tehtavalla ei tavallisesti ole yksi-
kasitteistd optimiratkaisua, joka optimoisi kaikki kohdefunktiot samanaikaisesti. Sen
sijaan tehtavan ratkaisujoukko koostuu tehokkaista pisteistd, eli niista kayvista
paatdsavaruuden pisteista (paatdsmuuttujien arvoista), joista siirtyminen mihin
tahansa toiseen kaypaan pisteeseen huonontaa véhintddn yhden kohdefunktion
arvoa. Tunnetuin algoritmi tehokkaiden pisteiden tunnistamiseen on paatésavaruu-
dessa operoiva monitavoite-Simplex, jonka laskenta-aika kasvaa eksponentiaali-
sesti paatésmuuttujien lukumé&aran suhteen.

Tassd tyodssa tarkastellaan Bensonin algoritmia, joka ratkaisee MOLP-tehtavat
suoraan tavoiteavaruudessa paatésavaruuden sijaan. Algoritmin soveltuvuutta kay-
tannodn ongelmiin tutkitaan resurssien allokointitehtdvan avulla. Resurssien allo-
kointitehtavassa kaytetddn hyvéksi tehokkuusanalyysida (DEA, Data Envelopment
Analysis), jonka pohjalta muodostetaan kaksi MOLP-tehtavaa erilaisilla oletuksilla.
Lisdksi Bensonin algoritmin tuloksia verrataan monitavoite-Simplexilla saatuihin
tuloksiin. Tulosten perusteella Bensonin algoritmi ratkaisee molemmat resurssien
allokointitehtavat alle kymmenessa sekunnissa, kun taas monitavoite-Simplexilla
ensimmaisen tehtavan ratkaisemiseen kuluu useita paivia ja toinen osoittautuu liian
suureksi ratkaistavaksi jarkevassa ajassa. Kaytannon ongelmissa kohdefunktioita
on usein huomattavasti vahemman kuin paatdsmuuttujia, jolloin myo6s tavoite-
avaruuden dimensio on merkittdvasti pienempi kuin paatésavaruuden dimen-
sio. Nain ollen Bensonin algoritmi vaikuttaa erittain lupaavalta vaihtoehdolta
sovelluksissa vastaantulevien MOLP-tehtéavien ratkaisemiseen.
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Lista kaytetyista merkeista ja lyhennyksista

A Sallittujen painovektorien joukko

P Laajennettu kuvajoukko P = P(X) + R%

X Péaatosavaruuden kiaypé joukko

Xg Paatosavaruuden kdyvan joukon tehokkaat pisteet

RY {y e RP:y > 0}

RS {y eR? 1y >0}

bdP Joukon P reunapisteet

conv(S) Joukon S konveksi peite

intP Joukon P sisépisteet

P e RPx? MOLP-tehtavan kohdefunktioiden kerroinmatriisi
P(X) Tavoiteavaruuden kdypé joukko

P(XE) Tavoiteavaruuden kiyvin joukon ei-dominoidut pisteet
r e R" Paatosmuuttujien vektori

y! MOLP-tehtévin ideaalipiste

DEA Data Envelopment Analysis, tehokkuusanalyysi

LP Linear Programming, lineaarinen optimointi

MOLP Multiple Objective Linear Programming, lineaarinen mo-

nitavoiteoptimointi



1 Johdanto

Lineaarinen monitavoiteoptimointi (MOLP, Multiple Objective Linear Pro-
gramming) on kahden tai useamman lineaarisen kohdefunktion samanaikaista
optimointia lineaaristen yhtalo- ja epayhtélorajoitteiden maaraamassa kdy-
vassd alueessa. Lineaariset rajoitteet muodostuvat MOLP-tehtavan paatos-
muuttujille asetetuista ehdoista. MOLP-tehtévissé on tavallisesti erilaisia tai
jopa ristiriitaisia tavoitteita; esimerkiksi syopakasvaimen sédehoidon lineaa-
risessa optimointimallissa pyritdédn maksimoimaan kasvaimeen kohdistettua
siteilyannosta ja toisaalta minimoimaan terveeseen kudokseen ja kriittisiin
elimiin osuvan séteilyn mééraa (Ehrgott, 2005).

MOLP-tehtavélle ei tavallisesti 10ydy yksikésitteistd optimiratkaisua, mis-
s jokainen kohdefunktio saavuttaisi optimiarvonsa. Optimiratkaisun sijasta
MOLP-tehtéavan ratkaisujoukko koostuu tehokkaista eli Pareto-optimaalisista
pisteistd. Nadmé ovat padtosavaruuden kiypiéd pisteitd (eli padtosmuuttujien
arvoja), joista siirtyminen mihin tahansa toiseen kdyp#én pisteeseen huonon-
taa vahintddn yhden kohdefunktion arvoa. MOLP-tehtava saadaan ratkais-
tua laskemalla tehokkaat pisteet ja esittdmalld ne paédtoksentekijalle (DM,
Decision Maker), joka valitsee lopullisen ratkaisun preferenssiensé perusteel-
la (Benson, 1998).

MOLP-tehtavien tehokkaiden pisteiden laskemisessa kiytetyt metodit perus-
tuvat padosin yhden kohdefunktion lineaaristen optimointitehtéavien ratkaise-
miseen kehitettyyn Simplex-algoritmiin, jonka laskenta-aika on pahimmassa
tapauksessa eksponentiaalinen (Ehrgott and Wiecek, 2005). Lisdksi tehokkai-
den pisteiden lukumadra kasvaa eksponentiaalisesti tehtédvan koon mukaan
(Steuer, 1986), joten monitavoitteiset Simplex-algoritmit muuttuvat tehot-
tomiksi isoissa tehtédvissa. Taméa on motivoinut tutkijoita kehittdméan vaih-
toehtoisia lahestymistapoja suurten MOLP-tehtavien ratkaisemiseksi.

Benson (1998) esittdd artikkelissaan algoritmin MOLP-tehtévien ratkaisemi-
seen tavoiteavaruudessa paatosavaruuden sijaan. Tavoiteavaruuden dimensio
on kaytdnnon sovelluksissa usein huomattavasti pienempi kuin paatésavaruu-
den dimensio; télloin voidaan olettaa, ettd tehtavian ratkaiseminen tavoitea-
varuudessa ei ole yhtéa tyolasta verrattuna paatosavaruudessa ratkaisemiseen.
On myos todettu, ettd paatoksentekija valitsee tehtévan ratkaisun usein mie-
luummin tavoitearvojen kuin niihin johtaneiden péétosten perusteella (Ben-
son and Sayin, 1997).



Téssa tyossa esitetddn Bensonin algoritmin toimintaperiaate MOLP-tehtévi-
en ratkaisemiseen tavoiteavaruudessa. Lisdksi tutkitaan Bensonin algoritmin
tehokkuutta ja soveltuvuutta kiytdnnon ongelmiin, ja verrataan tuloksia
monitavoite-Simplexilld saatuihin tuloksiin.

Kappaleessa 2 tutustutaan lineaarisen monitavoiteoptimoinnin késitteisiin ja
MOLP-tehtéavien ratkaisujen karakterisointiin. Kappaleessa 3 pohditaan p&aa-
tosavaruudessa ratkaisemisen haasteita, seké esitetddn Bensonin algoritmi
tehtavien ratkaisemiseen tavoiteavaruudessa. Kappaleessa 4 tutkitaan Ben-
sonin algoritmin tehokkuutta ensin numeerisella esimerkilla ja tdmén jalkeen
kiytdnnon sovelluksessa, sekd verrataan tuloksia monitavoite-Simplexilla saa-
tuihin tuloksiin. Yhteenveto tyosta on esitetty kappaleessa 5.

2 Lineaarinen monitavoiteoptimointi

2.1 Lineaarinen monitavoiteoptimointitehtava

MOLP-tehtéva voidaan esittda optimointitehtdvani, missé tavoitteena on mi-
nimoida p lineaarista kohdefunktiota P; : R® — R,7 = 1...p, lineaaristen
rajoitusehtojen maéarittelemissa alueessa X = {x € R" : Az = b,z > 0},
missd A € R™*" b € R™ ja tavoitevektorit P, muodostavat kohdefunktioi-
den kerroinmatriisin P € RP*™ rivit. Vektorin x € R™ alkioita kutsutaan
paatosmuuttujiksi. MOLP-tehtéavé on talléin muotoa

v-min P(X), X ={zeR": Az =b,z > 0}, (1)

zeX
missd P(X) = {Px : x € X} on tehtdvéin tavoiteavaruuden kiypé joukko ja

X ={x eR": Ar = b,z > 0} muodostaa pdadtosavaruuden kiyvan joukon;
molemmat X" ja P(X) ovat konvekseja ja suljettuja (Ehrgott, 2005).

Tehtavalld (1) ei tavallisesti ole yksikésitteista optimiratkaisua, vaan sen si-
jasta tehtavan ratkaisujoukko koostuu paatosavaruuden kayvéin alueen tehok-
kaista pisteistd X, joita kutsutaan myos Pareto-optimaalisikst pisteiksi.

Maaritelma 1. Piste + € X on tehokas, jos ei ole olemassa x € X siten,
etti Px < Pt ja Px # Px; tdlloin merkitidin © € Xg.

Tehokkaat pisteet ovat optimaalisia siind mielessé, ettéd siirtyminen tehok-
kaasta pisteestd mihin tahansa toiseen kdypéaén pisteeseen huonontaa véahin-
taan yhden kohdefunktion arvoa.



Vastaavasti méaéaritellaan tehtavin tavoiteavaruuden kiyvan alueen tehokkaat
pisteet, joita kutsutaan yleisemmin ei-dominoiduikst pisteiksi.

Maaritelma 2. Piste y € P(X) on ei-dominoitu, jos ei ole olemassa y €
P(X) siten, ettd y <y ja y # y; talloin merkitiin y € P(Xg).

Tehokkaiden pisteiden joukko Xr muodostaa tehtdvén (1) mahdolliset rat-
kaisut paatosavaruudessa. Tavoitteena on tavallisesti ratkaista kaikki tehok-
kaat pisteet ja esittdé ne paatoksentekijille, joka valitsee lopullisen ratkaisun
preferenssiensé perusteella. Ei-dominoidut pisteet saadaan talloin laskettua
suoraan tehokkaista pisteista: P(Xg) = {Pz : x € Xg}. Vaihtoehtoisesti
voidaan laskea ei-dominoitujen pisteiden joukko P(Xf) suoraan tavoiteava-
ruudessa ja esittdd se paatoksentekijélle tehokkaan joukon Xp sijasta.

Liséksi voidaan maaritelld heikosti tehokkaat pisteet Xy g ja néita vastaavat
heikosti ei-dominoidut pisteet P(Xwg).

Maaritelma 3. Piste £ € X on heikosti tehokas, jos ei ole olemassa v € X
siten, etta Px < Px; talloin merkitadin & € Xy g ja vastaava tavoiteavaruu-
den piste § = P& € P(Xwg) on heikosti ei-dominoitu.

Maaritelmien perusteella kaikki tehokkaat pisteet ovat myos heikosti tehok-
kaita. Kaytannossa ollaan kiinnostuneita tehokkaista pisteistd, mutta hei-
kosti tehokkaiden pisteiden avulla voidaan karakterisoida monitavoiteopti-
mointitehtavien ratkaisuja. Erityisesti jos jokin ehto pétee heikosti tehok-
kaille pisteille Xy g, pitee se myoOs tehokkaille pisteille Xg, sillda Xg C Xy g.
Vastaavanlainen yhteys on myo6s heikosti ei-dominoitujen pisteiden ja ei-
dominoitujen pisteiden vélilla.

2.2 MOLP-tehtavan skalarisointi

Monitavoiteoptimointitehtéavé voidaan skalarisoida yhden kohdefunktion op-
timointitehtaviaksi, jonka ratkaisulla on yhteys alkuperéiseen tehtavaan. Téas-
td on usein hyotya, silla skalarisoitujen tehtévien avulla voidaan esimerkiksi
karakterisoida tai laskea alkuperdisen tehtavan ratkaisuja.

MOLP-tehtéva (1) voidaan muuttaa yhden kohdefunktion LP-tehtévéksi (Li-
near Programming) painottamalla kohdefunktioita ei-negatiivisella painovek-
torilla A € R, \ # 0 ja minimoimalla niiden summaa, jolloin saadaan ska-
larisoitu LP-tehtévi

mi/{/l MNPz, X={zeR": Av =b,z > 0}. (2)
re



Painovektori A voidaan normalisoida méarittelemélla > 7 | A; = 1. Jos jokin
painoista A\; = 0, ei vastaavalla kohdefunktiolla P; ole vaikutusta lopputulok-
seen; taman takia onkin usein tarpeellista olettaa kaikkien painojen olevan
positiivisia. Seuraava lause yhdistdd MOLP-tehtévéin (1) tehokkaan pisteen
ja skalarisoidun LP-tehtdvin (2) optimiratkaisun.

Lause 1. (Isermann, 1974) Piste & € X on tehokas ratkaisu tehtiville (1)
jos ja vain jos on olemassa A € RY siten, ettd

MNPi < \TPx, Vxed. (3)

Lauseen 1 perusteella jokaisella MOLP-tehtévén (1) tehokkaalla pisteella & €
Xg on olemassa positiivinen painovektori A € RZ | joka vastaa skalarisoidun
LP-tehtévin (2) optimiratkaisua. MOLP-tehtévin ratkaisuja voidaan téten
laskea generoimalla positiivisia painovektoreita A € RY ja ratkaisemalla niita
vastaavat tehtévin (2) optimiratkaisut. Muodostetaan tehtavéin (2) duaali:

max bVru, U={uecR™: ATy < PTA}L (4)
ue

Vahvan duaalisuuden perusteella tehtévien (2) ja (4) optimiratkaisut yhtyvét,
mikali kyseiset ratkaisut ovat olemassa.

Toinen tapa skalarisoida MOLP-tehtdvd (1) on mé&aritelld kohdefunktioille
P, i=1,... p yhteinen referenssimuuttuja z € R ja kiinnittaa piste y € R?
siten, etta

P <y +z
Pr <ys+ 2
(5)
Py <y, + z.
Miirittelemélld vektori e = (1,...,1)" € RP saadaan (5) kirjoitettua muo-

toon Px < y+ ez. Minimoimalla referenssimuuttujan z arvoa saadaan jokai-
selle y € R? skalarisoitu LP-tehtavéa (Po(y)) (Lohne, 2011).

b .
(P2(y)) iz,

S={(z,2) eR"xR: Ax = b, Px — ez < y,z > 0}.



Tehtévin duaaliksi saadaan (Dy(y)).

D bl —yT A
(Da(y)) Jnax biu—yTA,

T ={(u,\) e R" x RP : ATu < P"X\ "X\ =1,A>0}.

Seuraava lause muodostaa yhteyden tehtdvén (1) heikosti tehokkaiden pis-
teiden Xy g ja skalarisoidun LP-tehtévin (Py(y)) optimiratkaisujen vélille.

Lause 2. (Lohne, 2011) Piste & € X on heikosti tehokas jos ja vain jos on
olemassa y € RP siten, ettd (z,0) on optimiratkaisu tehtiville (Py(y)).

Lause 3 yhdistéé tehtévin (1) heikosti ei-dominoidut pisteet P(Xy g) ja teh-
tavan (Py(y)) optimiratkaisut.

Lause 3. (Lohne, 2011) Piste §y € P(X) on heikosti ei-dominoitu jos ja
vain jos on olemassa x € R™ siten, ettd (x,0) on optimiratkaisu tehtdvdlle

(P2(9))-

Vahvan duaalisuuden perusteella tehtévien (Py(y)) ja (D2(y)) optimiratkaisut
yhtyvét, mikéili ne ovat olemassa: jos piste  on heikosti ei-dominoitu, saadaan
tehtivin (Dy(9)) optimiratkaisuksi b7u = g7\,

Lauseiden 2 ja 3 perusteella voidaan paatella, ettd heikosti ei-dominoidulle
pisteelle § € P(Xwg) saadaan tehtévin (Po(y)) optimiratkaisuna heikosti
tehokas piste € Ay g siten, ettd § = Pz. Luonnollisesti tdméa pitee myos
tehokkaille ja ei-dominoiduille pisteille, silla Xp C Xy g ja P(Xr) C P(XwE).
Tasta on hyotya, jos ratkaistaan MOLP-tehtéavia suoraan tavoiteavaruudessa
ja ollaan kiinnostuneita paatosmuuttujien arvoista; tehtavin (Py(y)) avulla
saadaan laskettua ei-dominoituja pisteitd P(Xg) vastaavat tehokkaat pisteet
XE-

3 Bensonin algoritmi MOLP-tehtavien ratkai-
semiseen tavoiteavaruudessa

3.1 Paatosavaruudessa ratkaisemisen haasteet

Lineaarinen monitavoiteoptimointitehtavd (1) voidaan ratkaista padtosava-
ruudessa laskemalla tehokkaiden pisteiden joukko Xz ja esittdmaélla se paa-
toksentekijélle, joka valitsee parhaan vaihtoehdon preferenssiensé perusteella.



Kaytannossa Xp kasvaa usein kuitenkin niin suureksi, etté paatoksentekijan
on vaikea valita mieleisensé ratkaisu tehokkaiden pisteiden joukosta. On myds
havaittu, ettd paatoksentekija valitsee tehtavian ratkaisun mieluummin tavoi-
tearvojen kuin niihin johtaneiden padtosten perusteella (Benson and Sayin,
1997). Tarvittaessa ei-dominoidut tavoitearvot saadaan laskettua suoraan te-
hokkaista pisteista: P(Xg) = {Pz : & € Xg}.

Paatosavaruudessa ratkaisemisen suurimmaksi haasteeksi osoittautuu lasken-
nallinen tehokkuus. Tehokkaiden pisteiden lukuméara kasvaa eksponentiaali-
sesti tehtévan koon mukaan (Benson, 1998), ja kiiytdnnon ongelmissa pa&atos-
avaruuden dimensio on usein merkittavasti suurempi kuin tavoiteavaruuden
dimensio. Lisdksi on havaittu, ettd tavallisesti monta eri tehokasta pistet-
td kuvautuu samaksi ei-dominoiduksi pisteeksi aiheuttaen suuren méaran
turhia laskutoimituksia (Dauer, 1987). T&ll6in voidaan olettaa, ettd MOLP-
tehtavéin ratkaiseminen padtosavaruudessa on paljon tyolaampéaa verrattuna
tavoiteavaruuden ei-dominoitujen pisteiden P(Xf) suoraan laskemiseen.

Téasta huolimatta useimmat kirjallisuudessa esitetyt metodit MOLP-tehtéavien
ratkaisemiseen operoivat padtosavaruudessa laskien tehokkaiden pisteiden
joukon Xp. Namé metodit perustuvat usein Simplex-algoritmin laajennuk-
siin tai sisdpistemenetelmiin (Steuer, 1986; Ehrgott, 2005), jotka muuttuvat
varsin tehottomiksi tehtdvin koon kasvaessa.

3.2 Bensonin algoritmi

Benson (1998) esittéé artikkelissaan algoritmin (Benson’s Outer Approxima-
tion Algorithm), joka ratkaisee MOLP-tehtévin (1) ei-dominoitujen pistei-
den joukon P(Xg) suoraan tavoiteavaruudessa. Englanninkielisestd nimes-
tdan huolimatta Bensonin algoritmi ratkaisee kaikki ei-dominoidut pisteet
tarkasti; algoritmista on tosin kehitetty myos variantti, joka ratkaisee ei-
dominoitujen pisteiden arvot likimééréisesti mutta tehokkaammin (Shao and
Ehrgott, 2008).

Téssé tyossa tutkitaan Bensonin algoritmin variaatiota, johon on tehty pa-
rannuksia (Lohne, 2011). Toisin kuin alkuperiisessd algoritmissa, paatosa-
varuuden kdyvin joukon X ei tarvitse olla rajoitettu; riittdd, ettda X ei ole
tyhja joukko. Liséksi paranneltu algoritmi tuottaa pelkistaan (heikosti) ei-
dominoituja pisteitd, joten jokaisen pisteen tarkistaminen algoritmin ajon
jéalkeen ei ole tarpeellista.



Merkitaén kahden joukon Sy ja S; summaa seuraavasti:

Sl+52:{81+82151681,82652}. (6)

Madritelladn MOLP-tehtévan (1) tavoiteavaruuden kiyvén joukon P(X') laa-
jennettu kuvajoukko P = P(X) + RE.

Lause 4. (Lohne, 2011) Laajennettu kuvajoukko P = P(X)+R% on poly-
hedri, jonka jokainen reunapiste on heikosti ei-dominoitu.

Merkitddn P = {y € P : ei ole olemassa y € P s.e. y < y}. Pg on
madritelmén 2 mukaisesti joukon P ei-dominoitujen pisteiden joukko.

Lause 5. (Ehrgott, 2005) Olkoon P(Xg) joukon P(X) ei-dominoitujen
pisteiden joukko. Talloin P(Xg) = Pg.

Lauseen 5 perusteella joukkojen P(X') ja P ei-dominoidut pisteet yhtyvit,
josta voidaan paitelld, ettd RZ lisddminen tehtdvan (1) tavoiteavaruuden
kiypadn joukkoon ei muuta ei-dominoitujen pisteiden joukkoa. Témé on tér-
ked ominaisuus, jota kiytetddn hyvéksi Bensonin algoritmissa.

Oletetaan, ettd tehtdvian (1) laajennettu kuvajoukko P = P(X) + RZ on
alhaalta rajoitettu, eli on olemassa piste § € RP siten, ettd § < y kaikille
y € P. Midritelliin tehtivin ideaalipiste y!, joka antaa tiukan alarajan
tavoiteavaruuden kayville joukolle.

Maaritelma 4. Piste y' = (y{,...,y}), v = min{y, : y € P} on MOLP-
tehtdvin (1) ideaalipiste.

Bensonin algoritmin idea on esitetty kuvassa 1. Algoritmi etsii aluksi laajen-
netun kuvajoukon sisdpisteen p € intP ja muodostaa polyhedraalin joukon
S% = {y'} + RL, jolle pitee P C S°. Iteraation k aikana algoritmi valit-
see jonkin kulmapisteen s* € S¥=!, s¥ ¢ P, ja etsii reunapisteen y* € bdP,
joka sijaitsee sisiipisteen p ja kulmapisteen s* viliselld janalla. Tamén jil-
keen algoritmi muodostaa kannattelevan hypertason joukolle P pisteeseen y*
skalarisoidun LP-tehtéviin (Dy(y"*)) optimiratkaisun avulla.

Lause 6. (Lohne, 2011) Olkoon piste § € bdP. Télldin tehtivin (Da(y))
optimiratkaisu (@, \) € T on olemassa jo H(u,\) = {y € R? : ATy = b"u},
y € H(u,\), on kannatteleva hypertaso joukolle P.

Uusi polyhedri S* saadaan polyhedrin S¥~1 ja hypertason H (u*, \¥) rajaa-
man, joukon P siséltivin, puoliavaruuden leikkauksena: S* = S¥=1 N {y €
RP : ATy > bTu}. Algoritmi suorittaa direllisen méirin iterointeja, kunnes
jonkin iteraation k aikana ei 16ydy sellaista kulmapistettd s* € S*~1 joka



Kuva 1: Bensonin algoritmin toimintaperiaate. Vasemmassa kuvassa polyhedrin
SO = {y"} + RZ kulmapiste s* ¢ P vastaa ideaalipistettd y/. Algoritmi muodostaa
janan pisteiden s' ja p vilille ja etsii reunapisteen y' € bdP. Oikeassa kuvassa on
muodostettu hypertaso H(u', A\!) ratkaisemalla skalarisoitu LP-tehtivii (Da(yt))
ja tehty leikkaus S = SN {H (u!, A1) > 0}. Lisiiksi kuvassa on havainnollistettu
seuraavaa iteraatiota etsimilld polyhedrin S kulmapiste s> ¢ P ja tiiti vastaava
reunapiste y? € bdP.

ei kuulu joukkoon P. Tistd seuraa, etti S¥~! = P, ja algoritmi palauttaa
joukon P kulmapisteet, jotka ovat seuraavan lauseen mukaan ei-dominoituja.

Lause 7. (Lohne, 2011) Laajennetun kuvajoukon P = P(X)+RY jokainen
kulmapiste on ei-dominoitu.

Lause 8. (Lohne, 2011) Olkoon piste y € RP ja S*=' C RP polyhedraali
konveksi joukko siten, etti P C S*' C {y} + RE = S°. Olkoon £~ joukon
SE=1 kulmapisteiden, joukko; tillgin S*~' = conv(EF ' + RY).

Lauseen 8 mukaan algoritmissa muodostetut kuvajoukon P approksimaatiot
SY. ..., S* 1 saadaan konstruoitua suoraan niiden kulmapisteiden joukkojen
EY ..., EF 1 ja joukon RZ summien konvekseina peitteini, silli approksi-
maatioiden ekstreemisuunnat ovat aina yksikkovektorit e € RP. Koska al-
goritmin piityttyd S¥~! = P, saadaan P konstruoitua suoraan algoritmin
palauttamien kulmapisteiden avulla.

Bensonin algoritmin englanninkieliseen nimeen (Benson’s Outer Approxima-
tion Algorithm) viitaten voidaan ajatella, ettd alussa muodostettu polyhedri
SY approksimoi kuvajoukkoa P ulkopuolelta, ja tavoitteena on tarkentaa ti-
ta approksimaatiota iteraatioiden aikana muodostamalla uusia polyhedreja
S0 5 St 5 ... 5 8% 1 kunnes lopulta S¥~1 = P.



Kuva 2: Esimerkki tilanteesta, joka voi johtaa degeneroituneeseen yhtéaloesitykseen
joukon P reunasta. Piste ! on joukon P kulmapiste, ja ratkaisemalla skalarisoitu
LP-tehtivii (Da(y!)) voidaan piity# kuvan tilanteeseen, missi ratkaisua vastaava
hypertaso H (u', \!) tukee joukkoa P ainoastaan pisteessi y'.

Algoritmi tallentaa polyhedrin S*~! esityksen iteraation k aikana kahdella eri
tavalla: darellisella maéralla yhtédlorajoituksia ja piste-esityksenéa. Polyhedrin
SkE=1 piste-esitys on tarkka kuvaus joukon P kulmapisteisti algoritmin p#-
tyttyd, mutta iteraatioiden aikana saattaa tulla vastaan redundantteja yh-
talorajoituksia, jolloin yhtéloesitys joukon P reunasta on degeneroitunut.
Esimerkki yhtélorajoitusten degeneroituvuudesta on esitetty kuvassa 2. De-
generoituvuus ei vaikuta téssa tyossa tutkittavan algoritmin tuloksiin, mut-
ta saattaa hidastaa algoritmin suoritusaikaa. Téatd voidaan tutkia jatkossa
muodostamalla tehtavia, joissa paddytddn degeneroituneeseen yhtéaloesityk-
seen joukon P reunasta tietylla sisdpisteen p arvolla; muuttamalla pisteen
p arvoa sopivasti ja suorittamalla algoritmi uudestaan péadstddn eroon de-
generoituvuudesta, ja vertailemalla suoritusaikoja voidaan estimoida, miten
yhtéloesityksen degeneroituvuus vaikuttaa algoritmin tehokkuuteen.

Bensonin algoritmi on esitetty kaaviossa 1. Alustuksen kohdassa 1 sisépiste
p € P saadaan laskettua etsimélla jokin paatosavaruuden kdypé piste z € X
ja valitsemalla jokin o > 0 siten, ettd p = Pr+ae, missie = (1,...,1) € RP.
Kohdassa 2 ideaalipiste y! voidaan ratkaista myos duaalitehtivin (4) avul-
la; ideaalipisteen olemassaolon takaa oletus, ettd kuvajoukko P on alhaalta
rajoitettu. Kohdassa 3 muodostetulle joukolle S° pitee ideaalipisteen mééri-
telmén (4) perusteella P C S°.

[teraatiovaiheen kohdassa 4 voidaan tarkistaa kuuluuko jokin kulmapiste
sk € SO joukkoon P laskemalla skalarisoidun LP-tehtéiviin (Py(s%)), tai sen



10

Kaavio 1 Bensonin Algoritmi (L6hne, 2011)

Sy6te: Tehtdvéin (1) matriisit

Palauttaa: Kaikki tehtévin (1) ei-dominoidut kulmapisteet ja niiden véliset
tahkot

Alustus:

1: Etsi jokin joukon P = P(X) + RZ sisépiste p € intP.

2: Laske ideaalipiste y! skalarisoidun LP-tehtévin (2) avulla sijoittamalla
yksikkévektorit ¥,k = 1, ..., p vuorotellen tehtivin painovektoriksi ).

3: Muodosta polyhedraali joukko S = {y’} + RZ. Tallenna joukko S° se-
ki piste-esityksend joukon kulmapisteistd ettd yhtéloesityksend joukon
reunoista. Aseta k = 1.

Iteraatiovaihe:

4: Jos kaikki joukon S*~! kulmapisteet kuuluvat joukkoon P, siiry kohtaan
8. Muuten valitse jokin kulmapiste s¥ € S¥~1, joka ei kuulu joukkoon P.

5: Laske of € (0,1) siten, ettd kulmapisteen s* ja sisiipisteen p villiselld
janalla oleva piste y* = a¥s* + (1 — o)p on joukon P reunapiste.

6: Laske skalarisoidun LP-tehtéviin (Dy(y")) optimiratkaisu (u®, A¥) ja muo-
dosta kannatteleva hypertaso H(u*, \¥) = {y € RP : )\’“Ty = bTu*} jou-
kolle P reunapisteeseen y*.

7: Muodosta S* tekemilld leikkaus S* = S*=1 N {H(uk \¥) > 0}, aseta
k =k + 1 ja palaa kohtaan 4.

Tulokset:

8: SF1 sisdltid tehtdvin (1) ei-dominoidut kulmapisteet ja (mahdollisesti

degeneroituneen) yhtéloesityksen joukon P reunasta.
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duaalin (Dy(s*)), optimiarvo u*; lauseiden 2 ja 3 perusteella s* € P jos ja
vain jos p* = 0. Kohdassa 5 mééritelty o* saadaan laskettua LP-tehtivisti

o = max{a : as® + (1 —a)p > Px,z € X}. (7)

Selvésti jokaiselle x € X, a = 0 on kiypé ratkaisu tehtéville (7). Liséksi
X ei ole tyhja joukko, joten tehtévélle on olemassa optimiratkaisu. Koska
kulmapiste s* ei kuulu joukkoon P ja piste p on joukon P sisépiste, voidaan
padtelld, ettd optimiratkaisua of vastaava piste y* = o*s* + (1 — o®)p on
joukon P reunapiste.

Iteraatiovaiheen kohdassa 6 piste y* on joukon P reunapiste, joten lauseen
6 perusteella skalarisoidun LP-tehtéviin (Dy(y*)) optimiratkaisu on olemas-
sa ja H(u® \¥) = {y € RP : ARy = bITuk}, y* € H(uk, \F) on kannatteleva
hypertaso joukolle P. Kohdassa 7 uusi polyhedri S* saadaan muodostettua,
hypertason H (u*, A\¥) rajaaman, joukon P siséltéiviin, puoliavaruuden ja poly-
hedrin S*~! leikkauksena. Taméin perusteella P C S¥ C S¥~! joten jokainen
iteraatio tarkentaa joukon P approksimaatiota S*.

Algoritmi paittyy, kun kaikki joukon S*~! kulmapisteet kuuluvat joukkoon
P jolloin S¥~! = P. Algoritmi palauttaa siis joukon P kulmapisteet, jotka
ovat lauseen 7 mukaan ei-dominoituja; lisdksi lauseen 8 perusteella P saadaan
konstruoitua algoritmin palauttamien kulmapisteiden avulla.

Lauseen 5 mukaan tehtévin (1) ei-dominoitujen pisteiden joukko on identti-
nen kuvajoukon P ei-dominoitujen pisteiden kanssa, joten algoritmi ratkaisee
tehtavin (1) tavoiteavaruuden kiyvén joukon ei-dominoidut ekstreemipisteet
(kulmapisteet). Lisdksi algoritmi palauttaa joukon P reunan yhtéloesitykse-
né, josta saadaan ratkaistua tehtédvin ei-dominoitujen kulmapisteiden véliset
tahkot.

Kuten kappaleen 2.2 lopussa todettiin, jos ollaan kiinnostuneita ei-dominoitu-
ja pisteitd vastaavista padtosavaruuden tehokkaista pisteistd, saadaan ei-
dominoitua pistettd § € P(Xg) vastaava tehokas piste & € Xp laskettua
skalarisoidun LP-tehtévin (P2(7)) optimiarvosta (z,0): talloin Pz = 3. Kos-
ka paatosavaruuden dimensio on kiytannén ongelmissa usein suuri, on paé-
toksentekijan vaikea vertailla kaikkia ratkaisuja keskenddn. Vertailua voi-
daan helpottaa esittamalla paatoksentekijalle tehokkaiden pisteiden minimi-
ja maksimiarvot, joista saadaan késitys kyseisten arvojen vaihteluvéleista.
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4 Bensonin algoritmin testaaminen

Téssé kappaleessa tutkitaan Bensonin algoritmin tehokkuutta, ja vertaillaan
saatuja tuloksia monitavoite-Simplexilld (Ehrgott, 2005) laskettuihin tulok-
siin. Vertailussa kiytetddn Lohnen (2011; 2012) ohjelmoimaa Bensonin algo-
ritmin toteutusta, ja tuloksia vertaillaan Nummenpalon (2012) ohjelmoiman
monitavoite-Simplex algoritmin tuloksiin. Jotta laskenta-ajat olisivat vertai-
lukelpoisia, ratkaistaan Bensonin algoritmissa ei-dominoitujen pisteiden li-
siaksi myos vastaavat tehokkaat pisteet, ja monitavoite-Simplexissa tehokkai-
ta pisteita vastaavat ei-dominoidut pisteet.

Bensonin algoritmin eri vaiheissa ratkaistaan yhden kohdefunktion LP-teh-
tavid. Lohnen toteuttamassa Bensonin algoritmin variaatiossa on mukana
kolme LP-ratkaisijaa vélivaiheiden laskemiseksi, joista tésséd kdytetddn avoi-
men ldhdekoodin GLPK (GNU Linear Programming Kit) pakettia (Makho-
rin, 2006). Nummenpalon ohjelmoiman monitavoite-Simplex algoritmin to-
teutuksessa kidytetddn lp solve pakettia (Berkelaar et al., 2004), jonka te-
hokkuuden on raportoitu olevan samaa luokkaa kuin GLPK:n LP-ratkaisijan
(Meindl and Templ, 2012).

4.1 Numeerinen esimerkki

Tutkitaan aluksi algoritmin tehokkuutta yksinkertaisella esimerkilld, missé
paatosavaruuden kiaypa joukko X muodostaa hyperkuution avaruudessa R"
eli X = [0,1]", ja tavoitteina on minimoida muuttujia z; ja —x;,1 =1,...,n
(Ehrgott, 2005). Tehtéva on talléin muotoa

min T, t=1,...,n

min —x;, 1=1,...,n g

se. ;<1 1=1,....,n (®)
—; <1, 1=1,...,n

Tehtévissd (8) on n kappaletta padtosmuuttujia ja 2n kappaletta seki ra-
joitteita ettd kohdefunktioita. Tehtdvin rajoitteiden muodostaman hyper-
kuution jokainen kulmapiste on tehokas, joten paitdsavaruuden tehokkai-
den pisteiden lukumé&ara on 2". Lisaksi jokaista tehokasta pistettd vastaa-
vat kohdefunktioiden arvot ovat yksil6llisia, joten myos tavoiteavaruuden ei-
dominoitujen pisteiden lukuméara on 2.
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Taulukko 1: Bensonin algoritmin ja monitavoite-Simplexin 10 ajon keskimé&éraiset
suoritusajat sekunteina tehtavélle (8) parametrin n eri arvoilla.

n 8 9 10 11 12 13

Bensonin algoritmi 1.55 5.22 17.56 62.40 239.15 983.77
Monitavoite-Simplex 0.50 1.09 2.62 6.83 20.03  74.90

Kaytannon ongelmissa kohdefunktioiden lukumééara on tavallisesti merkitté-
véasti pienempi kuin rajoitteiden ja paatosmuuttujien lukumééra; usein jopa
kertaluokkaa 10-100 tai enemmén (Benson, 1998). Yksi Bensonin algorit-
min merkittdvimmistd eduista monitavoite-Simplexiin ndhden on juuri koh-
defunktioiden pieni lukumééra péadatosmuuttujien ja rajoitteiden lukumé&a-
raan verrattuna, joten on mielenkiintoista vertailla algoritmien tehokkuuksia
tehtévin (8) parametrin n eri arvoilla.

Taulukossa 1 on esitetty Bensonin algoritmin ja monitavoite-Simplexin suo-
ritusajat sekunteina tehtéville (8) parametrin n eri arvoilla. Suoritusajat on
laskettu 10 ajon keskiarvona ja testaaminen on suoritettu 3.4 GHz neliydin-
prosessorilla ja 8 GB keskusmuistilla varustetulla tietokoneella.

Taulukosta 1 ndhdaén, ettd Bensonin algoritmi muuttuu nopeasti tehotto-
maksi tehtéville (8): algoritmin suoritusaika yli kolminkertaistuu kasvatta-
malla parametrin n arvoa yhdelld. Taméa voidaan selittda katsomalla kaa-
viota 1, jossa algoritmin iteraatiovaiheissa 4, 5 ja 6 lasketaan yhden koh-
defunktion LP-tehtévit, joiden lukumaééra on verrannollinen ei-dominoitujen
kulmapisteiden lukumaéréaan; lisiksi jokaiselle ei-dominoidulle kulmapisteelle
y € P(Xg) lasketaan vastaavat tehokkaat pisteet LP-tehtdvén (Py(7)) avul-
la. Parametrin n kasvaessa yhdelld algoritmissa suoritettavien LP-tehtavien
koko kasvaa ja madra kaksinkertaistuu, mika vaikuttaa algoritmin suoritusai-
kaan huomattavasti.

Taulukon 1 perusteella monitavoite-Simplex ratkaisee tehtédvin (8) huomat-
tavasti tehokkaammin kuin Bensonin algoritmi, mutta téasté ei voida viela
muodostaa johtopadtoksia algoritmien tehokkuuksista kiaytannossa. Tavalli-
sesti kiytdnnon ongelmissa tavoiteavaruuden dimensio on huomattavasti pie-
nempi kuin paitosavaruuden dimensio, ja liséiksi monta eri tehokasta pistetté
vastaa usein yhté ei-dominoitua pistettd (Dauer, 1987). Tehtdva (8) on siis
todella epéaedullinen Bensonin algoritmin kannalta, mutta se on epadedullinen
my0Os monitavoite-Simplexin kannalta tehokkaiden pisteiden lukuméaéran ta-
kia, joten tuloksista nikee hyvin, miten algoritmien tehokkuudet vaihtelevat
huonolla syctteella.
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4.2 Sovellus: Resurssien tehokas allokointi

Tutkitaan Bensonin algoritmin tehokkuutta kiytannon sovelluksessa ja verra-
taan tuloksia monitavoite-Simplexilld saatuihin tuloksiin. Esimerkkisovelluk-
sena kiytetadn resurssien allokointitehtavaa, missa tarkastellaan erdan suo-
malaisen kauppaketjun 25 eri kaupan olemassa olevien resurssien ja lisére-
surssien allokointia kauppojen vélilld (Korhonen and Syrjanen, 2004). Re-
surssien allokointimallissa kiytetddn apuna tehokkuusanalyysia (DEA, Data
Envelopment Analysis; Charnes et al., 1978), minki pohjalta saadaan raken-
nettua MOLP-tehtéva resurssien jarkevaén allokointiin pddatoksentekoyksikdi-
den, téssa tapauksessa kauppaketjun kauppojen, tehokkuuksien perusteella.

Oletetaan, ettd paatoksentekoyksikoitd on n kappaletta, ja jokaisella yksikol-
14 on m kappaletta panoksia ja p kappaletta tuotoksia. Merkitadn kaikkien
yksikdiden panosten havaitut arvot matriisiin X € RZ*" ja tuotosten havai-
tut arvot matriisiin Y € RZ*" siten, etti matriisin X sarakevektori z; vastaa
paatoksentekoyksikon ¢ panosten lukuméaria ja matriisin Y sarakevektori y;
yksikon ¢ tuotosten lukumaéaaria. Maaritellaan tuotantomahdollisuusjoukko T,
joka koostuu péaatoksentekoyksikdiden havaituista arvoista ja niiden semipo-
sitiivisista (> 0) lineaarikombinaatioista painovektoreilla A € A:

T={(z,y) e RIP:2> X\ y<Y\AeA} (9)

A on lineaarikombinaatioiden sallittujen painovektorien joukko. Tuotanto-
mahdollisuusjoukko 7" muodostaa kidyvin alueen virtuaalisille paatoksente-
koyksikéille. Oletetaan, ettd tavoitteena on minimoida kaikki panokset ja
samalla maksimoida kaikki tuotokset tuotantomahdollisuusjoukon méaaraa-
massé alueessa. Tamé voidaan esittdd MOLP-tehtaviné

v-min (z, —y). 10
(W)ET( y) (10)

MOLP-tehtévin (10) péadtosavaruuden tehokkaat pisteet muodostavat tuo-
tantomahdollisuusjoukon 1" tehokkaan rintaman. Paatoksentekoyksikon ¢ tuo-
tospainotteinen tehokkuus #; saadaan laskettua LP-tehtéavin

max{0; : (z;,0;y;) € T} (11)

optimiarvosta ©;: télléin 6, = 1/07.
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Tehokkaalla rintamalla olevan pa&toksentekoyksikon tuotospainotteinen te-
hokkuus saavuttaa arvon 1, ja tehottoman yksikdn tuotospainotteinen te-
hokkuus riippuu sen etaisyydestd tehokkaaseen rintamaan. Tuotantomah-
dollisuusjoukkoa tutkimalla voidaan pa&telld, mitd muutoksia tehoton yksik-
ko voi suorittaa paastiakseen lahemmas tehokasta rintamaa ja parantaakseen
taten tehokkuuttaan.

Téssé tyossa tarkastellaan kahta eri tapaa méaritelld painovektorien joukko
A tuotantomahdollisuusjoukolle T, jotka johtavat kahteen eri DEA-malliin.
CCR-malli (Charnes et al., 1978) saadaan, kun valitaan A = RZ; mallissa
tuotantomahdollisuusjoukolle pétee vakioskaalatuotto-oletus: jos (z,y) € T,

myos (tz,ty) € T kaikilla ¢ € Rs.

BCC-mallissa (Banker et al., 1984) painovektorien joukko on puolestaan
A={NeRt:>" X\ = 1}. Téloin tuotantomahdollisuusjoukon T te-
hokas rintama on paloittain lineaarinen ja muodostuu tehokkaiden paatok-
sentekoyksikodiden konvekseista kombinaatioista. Tehokkaan rintaman eri pa-
lojen pisteilld on erisuuret marginaalituottavuudet, joten BCC-mallissa on
muuttuva skaalatuotto.

Jos oletetaan, ettd panokset x € RY ovat allokoitavia resursseja ja tuotokset
Yy € Rg maksimoitavia kohdefunktioita, saadaan yleinen resurssien allokoin-
titehtéva formuloitua seuraavasti (Korhonen and Syrjanen, 2004):

o Ay = At A, (12
se. Y+ Ay; <Y\, i1=1,....n (13)

x; + Ax; > X\, i=1,...,n (14)

Ai € A, i=1,...,n (15)

o; < Ax; < S, 1=1,...,n (16)

(17)

Axy+ -+ Ax, <r.

Tehtava (12) - (17) on MOLP-tehtévé, jossa maksimoidaan padtoksentekoyk-
sikbiden tuotosten muutoksien summaa Ay siten, ettd allokoinnin jalkeiset
resurssien ja tuotosten arvot (x; + Ax;,y; + Ay;), ¢ = 1,...,n, on rajoi-
tettu tuotantomahdollisuusjoukon (9) sisélle. Lisdksi resurssien muutokset
Ax;, i = 1,...,n, on rajoitettu vélille [y, 5;], ja budjettirajoitteen r avul-
la voidaan sadtdaa resurssien kokonaismuutosta joko vihentdmaélla resursseja
(r < 0), kasvattamalla niitd (r > 0) tai olla muuttamatta niiden maaraa
(r =0). Jos r = 0, el tehtévdan tule lisdresursseja ulkopuolelta, ja saadaan
resurssien uudelleenallokointitehtéava paatoksentekoyksikdiden kesken.
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Taulukossa 2 on esitetty suomalaisen kauppaketjun 25 kaupan olemassa ole-
vat resurssit ja havaitut tuotokset (Korhonen and Syrjénen, 2004). Alkupe-
raistd mallia on yksinkertaistettu ottamalla huomioon ainoastaan kaksi re-
surssia, henkilotyotunnit ja kaupan koko, ja kaksi tuotosta, myynti ja voitto.

Nyt kaupat ovat paatoksentekoyksikoita, ja paatoksentekijana on kauppaket-
jun johto, joka pyrkii allokoimaan vapaat resurssit mahdollisimman tehok-
kaasti kauppojen kesken siten, ettd kokonaismyynti ja voitot maksimoituvat.
Oletetaan, ettd yksittdisen kaupan resurssit voivat laskea enintain 10% ja
nousta 30%, jolloin tehtévan (12) - (17) resurssien muutosten Ax; rajoitteet
ovat a; = —0.1z; ja 5; = 0.3z;, 1 = 1,...,n. Oletetaan lisdksi, ettd resurssien
kokonaismaara voi kasvaa enintaan 1%, jolloin tehtavin budjettirajoitteek-
si saadaan r = 0.013"" . x;. Kauppaketjun tuotokset maksimoivat resurs-
sien allokointistrategiat saadaan ratkaistua laskemalla tehtévin (12) - (17)
ei-dominoituja pisteitd vastaavat resurssien muutokset Ax;, i =1,...,n.

4.2.1 Allokointi yksikoiden suhteellisella skaalauksella

Oletetaan aluksi, ettéd padtoksentekoyksikot voivat muuttaa toimintaansa ai-
noastaan olemassa olevien resurssien ja havaittujen tuotosten suhteellisella
skaalauksella, ja etta tuotantomahdollisuusjoukko (9) perustuu CCR-malliin,
jolloin A = RZ. Oletetaan liséksi, etté resurssit ja tuotokset muuttuvat sa-
massa suhteessa, minkd ansiosta yksikdiden CCR-tehokkuudet eivit muutu
resurssien allokoinnin aikana. Tamén perusteella riittaa tutkia ainoastaan re-
surssien ja tuotosten suhteellisia muutoksia, ja allokointitehtaviksi saadaan
tehtéva (12) - (17), jonka rajoitteet (13) - (15) korvataan rajoitteilla

Ax; > 0z, 1=1,...,n.
Bensonin algoritmi ratkaisee tehtdvin noin 0.1 sekunnissa 3.4 GHz neliy-
dinprosessorilla ja 8 GB keskusmuistilla varustetulla tietokoneella. Algoritmi
palauttaa 9 ei-dominoitua pistettd, jotka maksimoivat kokonaismyynnin ja
voitot, ja laskemalla ei-dominoituja pisteitd vastaavat padtosavaruuden te-
hokkaat pisteet saadaan 11 tehokasta resurssien allokointistrategiaa.

Kuvassa 3 on esitetty ei-dominoitujen tuotosparien arvot ja vertailun vuoksi
tuotosten arvo 1% kokonaisresurssien lisdykselld ilman allokointia. Tuloksis-
ta ndhdaan, etta resurssien tehokas allokointi parantaa sekd kokonaismyyntia
ettd voittoa huomattavasti verrattuna pelkkddn resurssien kasvattamiseen.
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Taulukko 2: Suomalaisen kauppaketjun 25 kaupan resurssit, tuotokset ja suhteelli-
set DEA-tehokkuudet (Korhonen and Syrjanen, 2004)

Kauppa Henkilotyotunnit Koko  Myynti  Voitto CCR- BCC-
(103 h) (10% m?) (10 Mk) (10% Mk) tehokkuus tehokkuus
i 1 T2 Y1i Y2i 0; 0;
1 79.1 4.99 115.3 1.71 0.801 0.821
2 60.1 3.30 75.2 1.81 0.688 0.772
3 126.7 8.12 225.5 10.39 1 1
4 153.9 6.70 185.6 10.42 0.919 1
5 65.7 4.74 84.5 2.36 0.707 0.769
6 76.8 4.08 103.3 4.35 0.778 0.806
7 50.2 2.53 78.8 0.16 0.902 1
8 44.8 2.47 99.3 1.30 0.727 1
9 48.1 2.32 65.7 1.49 0.803 1
10 89.7 4.91 163.2 6.26 1 1
11 56.9 2.24 70.7 2.80 0.921 1
12 112.6 5.42 142.6 2.75 0.745 0.824
13 106.9 6.28 127.8 2.70 0.657 0.673
14 54.9 3.14 62.4 1.42 0.625 0.736
15 48.8 4.43 55.2 1.38 0.622 0.803
16 59.2 3.98 95.9 0.74 0.890 0.978
17 74.5 5.32 121.6 3.06 0.897 0.930
18 94.6 3.69 107.0 2.98 0.814 0.817
19 47.0 3.00 65.4 0.62 0.765 0.969
20 54.6 3.87 71.0 0.01 0.715 0.804
21 90.1 3.31 81.2 5.12 0.855 0.858
22 95.2 4.25 128.3 3.89 0.847 0.876
23 80.1 3.79 135.0 4.73 1 1
24 68.7 2.99 98.9 1.86 0.929 0.973
25 62.3 3.10 66.7 7.41 1 1

Yhteensa 2 586.1 81.69 1901.5 102.94
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37 @ Tuotosten arvot 1% resurssien lisayksen ja tehokkaan
allokoinnin jalkeen (tehtdvan ei-dominoidut pisteet)

86 ® Tuotosten arvo 1% resurssien lisdyksen jalkeen
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Kuva 3: Resurssien allokointitehtévéan ratkaisut tavoiteavaruudessa, kun kokonais-
resurssit kasvavat 1%. Lisdksi kuvassa on esitetty tuotosten arvot 1% resurssien
lisdykselld ilman allokointia.

Tulosten perusteella kauppaketjun johto voi halutessaan parantaa kokonais-
myyntia noin 2.3%, voittoa 8.4% tai molempia tasaisesti preferenssiensa pe-
rusteella.

Ei-dominoituja pisteité vastaavista tehokkaista pisteistd saadaan selville re-
surssien muutosten arvot, joiden avulla kauppaketjun johto voi tutkia eri
ratkaisujen vaikutuksia yksittédisten kauppojen toimintaan. Rajoitusten (18)
ansiosta molemmat resurssit muuttuvat samassa suhteessa. Kuvassa 4 on esi-
tetty molempien resurssien suhteellisten muutosten, Axy;/x1; ja Axg; /x9;, i =
1,...,25, vaihteluvilit tehtavan ratkaisuille. Kuvasta ndhdéan, ettd useim-
mista kaupoista poistetaan aina maksimim&dra resursseja tehokkaampien
kauppojen kayttoon. Tehokkaisiin kauppoihin 3, 10 ja 23 lisdtaan aina suurin
sallittu ma&ra resursseja. Kaupoista 6 ja 21 poistetaan resursseja vaihtele-
vasti jokaisessa ratkaisussa. Toisaalta kauppojen 4, 7, 16, 17, 22, 24 ja 25
resurssit voivat joko kasvaa tai laskea; resurssien muutokset riippuvat siité,
panostetaanko enemmaén kokonaismyyntiin vai voittoon.

Yllattden monitavoite-Simplexilld tehtévin ratkaisemiseen kuluu useita péai-
vid, joten algoritmien suoritusaikojen vélinen ero on uskomattoman suuri.
Tama voidaan selittda tutkimalla tehtdvan péatos- ja tavoiteavaruuden di-
mensioita sekéd rajoitteiden lukumaéraéd. Tehtavéssd on 125 padtosmuuttu-
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Kuva 4: Resurssien z1; (henkiloty6tunnit) ja x2; (kaupan koko) suhteelliset muu-
tokset Azy;/x1; ja Axai/xe;, t =1,...,25, tehtévén ratkaisuille

jaa ja kaksi kohdefunktiota, joten péaatosavaruuden dimensio on yli 50 ker-
taa suurempi kuin tavoiteavaruuden dimensio. Lisdksi tehtdvin epayhtalo-
rajoitteiden lukuméara on yli 200. Padtosavaruuden tehokkaiden pisteiden
lukumaara kasvaa eksponentiaalisesti suhteessa padtosmuuttujien ja rajoit-
teiden lukumaéarasan, joten tehokkaita pisteitd on huomattavasti enemmén
kuin ei-dominoituja pisteitd, joiden lukuméérd puolestaan riippuu padosin
tavoiteavaruuden dimensiosta (Benson, 1998; Dauer, 1987). Koska useim-
mat tehokkaat pisteet kuvautuvat samoiksi ei-dominoiduiksi pisteiksi, tekee
monitavoite-Simplex todella paljon turhaa tyota.
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4.2.2 Allokointi yksikdiden muuttumattomilla tehokkuuksilla

Oletetaan seuraavaksi, ettd yksikot eivdt voi parantaa tehokkuuksiaan re-
surssien allokoinnin aikana, ja ettd tuotantomahdollisuusjoukko (9) perustuu
BCC-malliin, jolloin A = {A € RZ : > A = 1}. Taulukossa 2 on esi-

i=1
tetty LP-tehtdvin (11) avulla lasketut kauppojen tuotospainotteiset BCC-
tehokkuudet 6;, i« = 1,...,n. Tehokkuusrajoitukset saadaan tuotua resurs-
sien allokointimalliin kertomalla tehtdvan (12) - (17) rajoitteen (13) oikea

puoli tehokkuusluvulla 6;, jolloin vastaavaksi rajoitteeksi saadaan

Liséksi, koska tuotantomahdollisuusjoukko perustuu BCC-malliin, tehtévin
(12) - (17) rajoite (15) kirjoitetaan muotoon

ef\i=1, i=1,....n
. (20)
)\120, 2:1,...,n

missa e = (1,...,1) € R™

Nyt tehtdvan pdadtosmuuttujina ovat resurssien muutosten Ax; lisdksi pai-
novektorien )\; komponentit, joita on yhteensi 252 = 625 kappaletta. Pii-
tosavaruuden dimensio siis kasvaa huomattavasti verrattuna edelliseen esi-
merkkiin, ja kuten saattaa arvata, on tehtdvda lahes mahdotonta ratkaista
monitavoite-Simplexilla tehokkaiden pisteiden huiman lukumaéran takia.

Toisaalta Bensonin algoritmi ratkaisee tehtéavén alle 10 sekunnissa, mika vah-
vistaa ajatusta algoritmin paremmuudesta monitavoite-Simplexiin verrattu-
na isoissa kiaytannon ongelmissa. Téma tukee myos oletusta, jonka mukaan
Bensonin algoritmin ratkaisutehokkuus ei riipu merkittavasti padatosmuuttu-
jien ja rajoitteiden lukumaérasta vaan enemmaénkin tavoiteavaruuden dimen-
siosta. Oletusta voitaisiin tutkia generoimalla satunnaisia tehtavia erilaisilla
tavoitefunktioiden lukumaéérilla ja vertailemalla algoritmin suoritusaikoja.

Algoritmi palauttaa 58 ei-dominoitua pistetté, ja laskemalla vastaavat padtos-
avaruuden tehokkaat pisteet saadaan yhteensd 150 tehokasta resurssien al-
lokointistrategiaa. Kuvassa 5 on esitetty ei-dominoitujen tuotosparien arvot
sekd tuotosten arvo 1% kokonaisresurssien lisdykselld ilman allokointia. Sa-
moin kuin edellisessé esimerkissé, resurssien tehokas allokointi parantaa seké
kokonaismyyntia ettd voittoa merkittavésti verrattuna pelkkéddn resurssien
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—_ @ Tuotosten arvot 1% resurssien lisdyksen ja tehokkaan
170 = 5 allokoinnin jalkeen (tehtévan ei-dominoidut pisteet)
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Kuva 5: Resurssien allokointitehtévéan ratkaisut tavoiteavaruudessa, kun kokonais-
resurssit kasvavat 1%. Lisdksi kuvassa on esitetty tuotosten arvot 1% resurssien
lisdykselld ilman allokointia.

kasvattamiseen. Nyt kauppaketjun johto voi halutessaan parantaa kokonais-
myyntia 14.4%, voittoa jopa 115.9% tai molempia tasaisesti preferenssiensé
perusteella. Malli tosin olettaa kauppojen pystyvin muuttamaan kokoaan
vaivattomasti, mikéa ei kiytannossa ole valttamétta mahdollista. Koko voitai-
siinkin korvata jollain toisella resurssilla tai poistaa mallista kokonaan, mutta
se sopii kuitenkin mallin havainnollistamiseen.

Kuvissa 6 ja 7 on esitetty tehokkaita resurssien allokointistrategioita vastaa-
vat resurssien suhteelliset muutokset. Kuvassa 6 on esitetty resurssin z; (hen-
kilotyotunnit) suhteellisten muutosten Axy;/xq;, @ = 1,...,25 vaihteluvélit
ja kuvassa 7 resurssin xs (kaupan koko) suhteellisten muutosten Axy;/xo;,
1 = 1,...,25 vaihteluvilit tehtavian ratkaisuille. Kuvien perusteella yhteen-
kddn kauppaan ei lisitd aina maksimiméarad (30%) molempia resursseja, ja
ainoastaan kaupasta 13 poistetaan aina suurin sallittu méadra (10%) molem-
pia resursseja. Muutoin resursseja liikutellaan paljon vapaammin verrattuna
edellisen tehtédvin ratkaisuihin: esimerkiksi kauppaan 15 lisdtédén aina maksi-
miméaré henkilotyotunteja, ja toisaalta siitd vihennetédn aina suurin sallittu
madréd kaupan pinta-alaa.
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Kuva 6: Resurssien z1; (henkiloty6tunnit) ja xo; (kaupan koko) suhteelliset muu-
tokset Azy;/x1; ja Axg;/xe;, t =1,...,25, tehtdvin ratkaisuille
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5 Yhteenveto

Tyossa tarkasteltiin lineaarisen monitavoiteoptimointitehtavin ratkaisukésit-
teitd, ja tutkittiin MOLP-tehtédvien ratkaisemista paatos- ja tavoiteavaruu-
dessa. Erityisesti tyossa pohdittiin paatdsavaruudessa ratkaisemisen haastei-
ta ja esiteltiin Bensonin algoritmi MOLP-tehtévien ratkaisemiseen tavoitea-
varuudessa. Algoritmin toimintaa tutkittiin ensin numeerisella esimerkill&,
ja sen soveltuvuutta kiytdnnon ongelmien ratkaisemiseen kahden resurssien
allokointitehtévin avulla (Korhonen and Syrjanen, 2004). Liséksi Bensonin
algoritmia verrattiin kirjallisuudessa usein mainittuun monitavoite-Simplex
-algoritmiin (Ehrgott, 2005) vertailemalla algoritmien suoritusaikoja.

Bensonin algoritmi osoittautui tehottomaksi monitavoite-Simplexiin verrat-
tuna esimerkkitehtavissé, missd kohdefunktioita on saman verran kuin paa-
tosmuuttujia, ja jokaista tehokasta pistettd vastaa yksi ei-dominoitu piste.
Kéaytannon ongelmissa on kuitenkin tavallisesti erilainen rakenne; ensinné-
kin kohdefunktioita on normaalisti huomattavasti vihemmén kuin paatos-
muuttujia, ja toiseksi usein monta tehokasta pistettd kuvautuu samaksi ei-
dominoiduksi pisteeksi (Benson, 1998; Dauer, 1987). Nama kaksi tulosta pité-
vat paikkansa tyossa tarkastelluissa resurssien allokointitehtévissé, ja niiden
vaikutus Bensonin algoritmin tehokkuuteen osoittautui yllattéavan suureksi.

Bensonin algoritmi ratkaisi molemmat allokointitehtavat vaivattomasti se-
kunneissa; toisaalta monitavoite-Simplexilld ensimmainen tehtava ratkesi vas-
ta useiden péivien ajon jalkeen, ja toinen tehtédvé osoittautui liian suureksi
ratkaistavaksi jarkevéssa ajassa. Tulosten perusteella Bensonin algoritmi so-
veltuu erinomaisesti isojen kdytdnnon ongelmien ratkaisemiseen, joissa on
viahan kohdefunktioita verrattuna padtosmuuttujien lukuméardian. Kaytan-
nossa kohdefunktioita onkin tavallisesti vahan, mutta véite algoritmin tehok-
kuudesta yleisesti isoissa kiytdnnon ongelmissa vaatii lisdtutkimuksia.
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