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Tiivistelma

Vastarinta-peli on 5-10 pelaajan seurapeli. Suurin osa pelaajista on vastarinnan
puolella, ja loput pelaajat ovat vakoojia. Vastarinnan puolella olevat pelaajat eivat
tiedd muiden pelaajien rooleja. Vastarinnan tehtava on toteuttaa kolme vastarin-
nalle suotuisaa projektia. Vakoojat tietavat muiden pelaajien roolit, ja vakoojien
tehtavana on sabotoida vastarinnan projekteja. Téassa tyossa tarkastellaan Vastarinta-
pelin pelistrategiaa. Pelistrategia koostuu pelaajan pelin aikana tekemista valinnoista.

Tyon tavoitteena on parantaa ymmérrysta Vastarinta-pelista. Tyossé tarkastel-
tavasta Vastarinta-pelin versiosta ei ole olemassa aikaisempaa tutkimusta, joten
kaikki tyon keskeiset tulokset ovat sellaista uutta tietoa, jota ei ole aiemmin akatee-
misessa kirjallisuudessa esitetty.

Pelin viidesta pelikierroksesta tassa tyossa tarkastellaan perusteellisimmin pelin
ensimmaisté kierrosta. Tarkastelussa maéritetaédn, milld todennakoisyydella pelin
ensimmaisessa projektissa on mukana nolla vakoojaa tai yksi vakooja. Tarkastelussa
myos analysoidaan seké kortin pelaamiseen liittyvia valintaa vakoojan nakokulmasta
ettd pelitilannetta ensimmaisen projektin jalkeen.

Tyossa verrataan vakoojien aggressiivista pelistrategiaa ja pisteita uhraavaa pe-
listrategiaa viiden pelaajan pelissid. Aggressiivisessa strategiassa vakoojat voittavat
pelin ensimmaéisen pisteen aina kun mahdollista. Aggressiivinen strategia on paras
mahdollinen sellainen pelistrategia jota luodessa on oletettu, ettd kaikki pelissé jaet-
tavat pisteet ovat saman arvoisia. Pisteitd uhraavassa strategiassa vakoojat antavat
aina pelin ensimmaisen ja kolmannen pisteen vastarinnalle. Havaitaan, etta pisteita
uhraavalla strategialla vakoojat voittavat yli 20 prosenttia enemmén peleja kuin
aggressiivisella strategialla. Tulos osoittaa, etta pelissa jaettavat pisteet eivit ole
keskenédan saman arvoisia.

Avainsanat Peliteoria, pelistrategia, epataydellisen informaation peli




Perustieteiden www.aalto.fi

A Aalto-yliopisto Aalto University, P.O. BOX 11000, 00076 AALTO
korkeakoulu Abstract of the bachelor’s thesis

Author Jaakko Takala
Title Optimal Game Strategy of The Resistance Game

Degree programme Engineering Physics and Mathematics
Major Mathematics and Systems Sciences Code of major SCI3029
Teacher in charge Prof. Kai Virtanen

Advisor Prof. Kai Virtanen
Date 10.1.2022 Number of pages 24 Language Finnish

Abstract

The Resistance is a party game of 5-10 players. Most of the players are a part of
the resistance and the rest of the players are spies. Players that are a part of the
resistance do not know the roles of other players. The objective of the resistance is
to complete three favorable projects. The spies do know the roles of other players
and their objective is to sabotage the projects. In this thesis the game strategy of
The Resistance is studied. The game strategy consists of the choices made by the
player during the game.

The aim of this thesis is to improve the understanding of the game called The
Resistance. The analysis is restricted to a specific non-commercial version of the
game. There are no earlier academic studies of this version of the game, so all the
key results of this thesis are new and have not appeared in earlier academic theses.

Of the five rounds of the game, this thesis studies thoroughly just the first round.
The thesis calculates the probabilities of the first project containing either no spy
or exactly one spy. The implications of playing a specific card as a spy in the first
project are explored. The state of the game after the first project is also analyzed.

This thesis compares two game strategies of the spies in the case of five players. The
strategies being compared are the aggressive game strategy and the point-sacrificing
game strategy. In the aggressive strategy the spies always take the first point of the
game if possible. The aggressive strategy is the best such strategy in which it is
assumed that all the points in the game are worth the same. In the point-sacrificing
strategy the spies always sacrifice the first and the third points to the resistance.
The result of the comparison is that with the point-sacrificing strategy the spies win
over 20 percent more games than with the aggressive strategy. This result proves
that all the points in the game are not worth the same.

Keywords Game theory, game strategy, games of incomplete information
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1 Johdanto

Vastarinta on 5-10 pelaajan epéataydellisen informaation peli. Epataydellisen in-
formaation pelilld tarkoitetaan pelid, jossa eri pelaajien tiedot pelitilanteesta ovat
erilaiset. Esimerkki tallaisesta pelistd on pokeri, jossa pelaaja ei tieda muiden pe-
laajien késikortteja. Vastaavasti tdydellisen informaation peleja ovat esimerkiksi
shakki ja Blokus. Naissa peleisséd kaikkien pelaajien saatavilla on kaikki informaa-
tio pelitilanteesta. Steven Tadelis késittelee kattavasti peliteoriaa ja epataydellisen
informaation pelejé kirjassaan Game Theory: An introduction (Tadelis (2013)).

Vastarinta-pelissa pelaajien enemmisto on vastarinnan puolella ja reilu kolmannes
pelaajista on vakoojia. Vastarinnan tehtavana on toteuttaa kolme vastarinnalle suo-
tuisaa projektia. Vakoojien tehtavana on projekteja sabotoimalla estaéd vastarintaa
toteuttamasta tehtavaansa. Tassa tyossa tarkastellaan Vastarinta-pelin matematiik-
kaa seka pelistrategiaa.

Vastarinta-pelin tunnetuin versio on pelin kaupallinen versio (Boardgamegeek),
jota pelataan pelia varten kehitetylla korttisarjalla. Kaupallinen versio sisaltaa
erikoisrooleja. Erikoisroolia pelaava pelaaja on roolista riippuen vastarinnan tai
vakoojien puolella, mutta tamén lisdksi erikoisrooliin sisdltyy muitakin mekaniikkoja.
Osa kaupallisen version painoksista sisdltda myos juonikortteja (eng. Plot Cards).
(Rulebook)

Tassa tyosséd tarkastellaan erasté epakaupallista versiota pelistd, jossa ei ole
erikoisrooleja eika juonikortteja ja jota on mahdollista pelata tavallisella 52 kortin
korttipakalla. Tésta pelin versiosta ei ole olemassa aikaisempaa tutkimusta. Pelin
useita erikoisrooleja sisaltavad Avalon-versiota on tutkittu simuloimalla, seké luotu
pelid pelaava neuroverkko (Serrino et al. (2019)).

Tyon tavoitteena on parantaa ymmarrysta tyossa tarkasteltavasta Vastarinta-
pelin versiosta. Tassa tyossa keskitytadn vain analyyttiseen tarkasteluun, eli tyossa
ei simuloida pelia. Tyo6 on rajattu tarkastelemaan kattavasti vain pelin ensimmaista
kierrosta. Pelin sellainen tarkastelu, jossa analysoitaisiin pelin kaikkia viittéd kierrosta
perusteellisesti, olisi merkittavésti tdméan tyon laajuutta laajempi kokonaisuus. Ensim-
maéisen kierroksen tarkastelun lisaksi tyossa tarkastellaan yksittéisia pelistrategioita
myohemmilla kierroksilla.

Joistain vastaavista useiden pelaajien epatédydellisen informaation peleistd on ole-
massa aikaisempaa samantyylista tutkimusta. Esimerkki tallaisesta pelista on Mafia.
Erlin Yao tarkastelee Mafia-pelié kasittelevéssa tyossdén (Yao (2008)) mm. eri pelaa-
jaosapuolten voittotodennakoisyyksia. Yaon tyossa on samantyylinen analyyttinen la-
hestymistapa kuin téssé tyossd. Yao tarkastelee Mafia-pelin voittotodennakoisyyksié
yleisemmin tdman tyon voittotodennakoisyyksien tarkasteluun verrattuna. Yao puo-
lestaan ei tarkastele Mafia-pelin alkuvaiheen tapahtumiin liittyvia todennakoisyyksia
silld tavalla perusteellisesti kuin téssa tyosséd Vastarinta-pelin ensimmaista kierrosta
tarkastellaan. Mafia-pelistd ollaan tehty myos simulointia sisaltanyttd tutkimusta
(Braverman et al. (2008)).

Kappaleessa 2 esitetddn kuvaus tarkasteltavasta Vastarinta-pelin versiosta. Li-
saksi kappaleessa kerrotaan, mitka ovat pelaajan olennaisia valintoja kaytannon
pelissa ja mitkéd valinnoista ovat olennaisia myos silloin kun kaikki pelaavat yhte-



néisesti. Kappale 3 késittelee pelin ensimmaista kierrosta. Kappaleessa méaritetaan
erinaisia todennakoisyyksia ensimmaisen kierroksen projektin kokoonpanoon liittyen,
seké tarkastellaan projektilla pelattavan kortin variin liittyvaéd valintaa. Kappale
4 perustelee, miksi ensimmaéisen kierroksen tarkastelusta ei voida suoraviivaisesti
edetd seuraavien pelikierrosten tarkasteluun. Kappaleessa esitetdédn kysymys, voi-
daanko kaikkia pelissé jaettavia pisteita tarkastella saman arvoisina. Kappaleessa
5 osoitetaan vastaesimerkin avulla, etté pisteita ei voi tarkastella saman arvoisina.
Kappaleessa verrataan kahta pelistrategiaa viiden pelaajan pelissa. Strategioista
paremmaksi osoittautuu pisteitd uhraava strategia, paihittden parhaan mahdollisen
sellaisen strategian jota luodessa on oletettu, etta kaikki pelin pisteet ovat saman
arvoisia.

2 Pelin kuvaus

Tassa kappaleessa esitelladn tassa tyossa kasiteltava Vastarinta-pelin versio. Kappa-
leet 2.1 ja 2.2 késittelevat pelin sdantoja. Kappale 2.3 késittelee pelaajan olennaisia
valintoja seka kaytannon pelissa etta téssé tyossa tarkasteltavassa ideaalisessa pelissa.

2.1 Alkuvalmistelut

Pelaajat istuvat ringissia. Pelaajat jaetaan kahteen joukkueeseen jakamalla jokaiselle
pelaajalle satunnainen rooli, joko vastarinta (punainen) tai vakooja (musta). Vasta-
rinnan ja vakoojien méarat eri pelaajaméarille on esitetty taulukossa 1. Kun roolit on
jaettu, kaikki pelaajat sulkevat silmansa. Téamén jélkeen vakoojat avaavat silmansa
ja nakevét toisensa, eli saavat tietda ketka pelaajat ovat vakoojia ja ketka vastarintaa.
Tamaén jalkeen vakoojat sulkevat silméansa, ja sitten kaikki pelaajat avaavat silménsa.
Varsinainen peli voi alkaa.

Taulukko 1: Vastarinnan ja vakoojen maéarat eri pelaajaméaarilla. Vakoojien méara
on aina [n/3], jossa n on pelaajaméara.

Pelaajamaara |56 |7 (8|9 |10
Vastarinnan maara
Vakoojien maara |2 2|3 (3|3 | 4

w
S
S
ot
D
D

2.2 Pelin kulku

Peli koostuu enimmillaén viidesta kierroksesta, ja se on muotoa paras viidesta. Ensim-
maisena kolme pistetta kerdnnyt joukkue voittaa. Jokaisella kierroksella suoritetaan
yksi projekti. Projekti on pelaajien osajoukko, jonka koko kullakin kierroksella on
esitetty taulukossa 2.

Yksi pelaajista arvotaan ensimmaisen kierroksen ensimmaiseksi puheenjohtajak-
si. Puheenjohtajan tehtavd on ehdottaa projektia. Puheenjohtajan ehdottamasta



Taulukko 2: Projektien koot eri pelaajamaérilla. Téhdella (*) merkityissa projekteissa
taytyy tulla pelatuksi yhden sijaan vahintaén kaksi mustaa korttia, jotta vakoojat
saisivat pisteen.

Pelaajamaara 516 7 |810
Kierroksen 1 projekti | 2 | 2 | 2 3
Kierroksen 2 projekti [ 3 | 3 | 3 4
Kierroksen 3 projekti [ 2 | 4 | 3 4
Kierroksen 4 projekti | 3 | 3 | 4% | 5*
Kierroksen 5 projekti | 3 |4 | 4 5

projektista aanestetadn. Jokaisella pelaajalla on yksi aani, jota on pakko kayttaa.
Ainellddn pelaaja joko kannattaa tai vastustaa projektia. Pelaaja ei ddnestyspéétosti
tehdessdan tieda miten muut pelaajat aédnestavét.

Jos projekti saa aidon enemmiston taakseen eli vihintaan |n/2+ 1| pelaajaa kan-
nattaa projektia, projekti toteutetaan. Jos projektia ei toteuteta, puheenjohtajavuoro
siirtyy ringissa myotapaivaan seuraavalle pelaajalle. Kierroksen n:s projektiehdotus
toteutetaan ilman danestysta, jos mikdan aiempi projektiehdotus ei ole saanut aitoa
enemmistoa taakseen. Pelaaja, jonka projektiehdotus toteutetaan ilman danestysta is-
tuu siis kierroksen ensimmaisen puheenjohtajan oikealla puolella, ja hanta kutsutaan
kyseisen kierroksen diktaattoriksi.

Kun projekti toteutetaan, jokainen projektiin kuuluva jasenpelaaja nostaa itsel-
leen seka punaisen etta mustan kortin. Jokainen jasenpelaaja pelaa salassa toisen
korteistaan yhteiseen pelipinoon, ja asettaa yli jaaneen kortin poistopinoon. Vasta-
rintaan kuuluvan on pelattava punainen kortti, vakooja saa pelata joko punaisen
tai mustan kortin. Pelipinon kortit sekoitetaan ja katsotaan. Jos kaikki pinon kortit
ovat punaisia, vastarinta saa pisteen. Jos pinossa on musta kortti tai mustia kortteja,
vakoojat saavat pisteen. Poikkeuksena on taulukossa 2 tahdellda merkityt projektit.
Niissé vastarinta saa pisteen, jos pinossa on 0-1 mustaa korttia, ja vakoojat saavat
pisteen, jos mustia kortteja on kaksi tai enemman.

Toteutettua projektia ehdottaneesta pelaajasta tulee seuraavan kierroksen diktaat-
tori. Seuraavan kierroksen ensimmainen puheenjohtajavuoro on siis hédnen vieressdan
vasemmalla istuvalla pelaajalla.

2.3 Pelaajan olennaiset valinnat

Kéaytannon pelissé mielenkiintoisia pelaajan olennaisia valintoja ovat puheenjoh-
tajana ehdotettavan projektin valinta, projektiin liittyvat danestyspaatokset seka
vakoojana projektilla pelattavan kortin véri. Pelistrategialla viitataan pelaajien teke-
miin padtoksiin olennaisiin valintoihin liittyen eri pelitilanteissa. Téassa tarkastelussa
analysoidaan ideaalista pelia, jossa kummankin pelin osapuolen toteuttama peli-
strategia on kaikkien pelaajien tiedossa. Koska vastarinnan puolella on enemmén
pelaajia ja taten danienemmisto on selvaa, ettéd kaikkien pelaajien - myos vakoojien



- adnestyskayttaytyminen on vastarinnan optimaalisen pelistrategian eli pelin voit-
totodennakoisyyden maksimoivan pelistrategian mukaista. Vakoojana vastarinnan
optimaalisesta strategiasta poikkeaminen aénestyksessa ei johda mihinkaén, kos-
ka vastarinnan puolella olevat pelaajat ddnestévit yhtenevisti. Adnestystrategiasta
poikkeaminen myos paljastaa vakoojan valittomasti.

Vastarinnan jasenet tekevat puheenjohtajavuoroillaan vastarinnan strategian
mukaisia projektiehdotuksia, joten myos vakoojien on niitd puheenjohtajavuoroillaan
tehtava. Koska kaikki pelaajat joutuvat noudattamaan projektiechdotuksissaan ja
aanestyksissddn yhtenevia strategiaa, myos kaytdnnon pelin danestyspaatoksiin
vaikuttava pelaajan paikka ringissd menettad merkityksensa. Pelaajan olennaiset
valinnat ideaalisessa pelissa ovat vastarinnan puolella projektien valinta ja vakoojana
projektilla pelattavan kortin vari.

Tassa tyossé tehtavassa tarkastelussa oletetaan, etté pelaajilla on kdytossé sa-
tunnaislukugeneraattori, jonka antamia arvoja vakoojat eivit voi kontrolloida. Jos
néin ei olisi, optimaalisen pelistrategian liséiksi my0s seuraavien projektien kokoon-
panot eli seuraaville projekteille valittavat pelaajakombinaatiot eri skenaarioissa
olisivat jo etukateen vakoojien tiedossa. Téamaé sallisi vakoojien optimoida korttien
pelaamista varsin epareilulta tuntuvalla tavalla, joten sita ei mahdollisteta. Lisak-
si on syytd muistaa, ettd tarkastelussa oletetaan toisen joukkueen tietavin mita
pelistrategiaa joukkue kayttaa ja vastaavan tdhédn optimaalisella eli vastapuolen
voittotodennakoisyydeen maksimoivalla tavalla.

3 Pelin ensimmainen kierros

Téassa kappaleessa tarkastellaan pelin ensimméista kierrosta. Kappaleessa 3.1 tar-
kastellaan projektin kokoonpanoa ja lasketaan eri pelaajaméarille todennakoéisyydet
nollalle ja yhdelle vakoojalle projektilla. Oletetaan, ettd ensimméisen kierroksen
projektin kokoonpano joko kiinnittyy pelaajille arvottujen paikkojen perusteella, tai
se arvotaan kierroksen aluksi. Kappaleessa 3.2 tarkastellaan pelattavan kortin vériin
liittyvad valintaa vakoojan nakokulmasta.

3.1 Projektin muodostus

Maaritellaén, etta projekti onnistuu vastarinnan nakokulmasta, jos projektilla on
pelkkaé vastarintaa. Jos projektilla puolestaan on tasan yksi vakooja maaritelldan,
etta projekti onnistui vakoojien ndkokulmasta. Tarkastellaan ensimmaéisen kierroksen
projektin onnistumistodennékoisyytta molemmille joukkueille.

Riippumatta siitd kumman kortin vakooja pelaa hénen oletetaan pelaavan op-
timaalisesti. Mustan kortin pelaamalla hdn saa vakoojille suoraan yhden pisteen
verran hyotya. Jos han paétyisi pelaamaan punaisen kortin, olisi odotusarvoinen
hyoty vahintdan yhta suuri. Jatetdan maarittelematta tilanne, jossa projektilla on
enemmaén kuin yksi vakooja.

Projekti onnistuu vastarinnan nidkokulmasta todennakoéisyydella
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(Z) My —a - 2"J —a
7 =11 —H 7 (1)
(k) Toh—a 5 n—a

jossa n on pelaajien lukumaéaara, k projektin koko ja v vastarintojen lukumaaara pelis-
sa. Kaavassa 1 projektilla olemisen todennékoisyydeksi oletetaan k/n, eli tilannetta
tarkasteleva pelaaja ei tieda tuleeko hén olemaan lapimenevélla projektilla. Tama
oletus pétee, jos ensimmaiselld kierroksella vastarinta noudattaa mitd tahansa strate-
giaa, jossa pelaajan arvottu sijainti ringissa etukateen kiinnittda sen onko pelaaja
ensimmaisen kierroksen ldpimenevalla projektilla. Kun vastarinta noudattaa jotain
etukateen sovittua kaikkien pelaajien tuntemaa strategiaa, vakoojatkin joutuvat tata
strategiaa noudattamaan, koska muuten he paljastuisivat valittomasti.

Projektin ulkopuolella olevan vastarinnan nékokulmasta projekti onnistuu toden-

nakoisyydella
v—1 k k |2n
( i ) B v—a |5 —a
(”1)_};[171—@_(11;[1 n—a (2)
k

Projektilla mukana olevan vastarinnan jasenen nakokulmasta projektin onnistumis-
todennakoéisyys on puolestaan

(Z:D B k—1 v —a k—1 LZnJ —a

(i) o

k-1

(3)

Kaavoissa 1-3 onnistuneen projektin todennékoisyys on ilmaistu kahdella eri tavalla.
Vasemmanpuoleisessa binomimuodossa pelkkaé vastarintaa sisdltavien projektikombi-
naatioiden méaara on jaettu kaikkien mahdollisten projektikombinaatioiden méaréalla.
Oikeanpuoleisessa tulomuodossa projekti ikdan kuin valitaan yksi henkilo kerrallaan
ja tulo on todennékoisyys sille, ettei projektissa ole yhtakdan vakoojaa.

Taulukossa 3 on kaavojen 1-3 avulla eri pelaajamaérille lasketut todennakoisyydet
sille, ettd ensimmaisen kierroksen projektilla on nolla vakoojaa. Havaitaan, etta riip-
pumatta pelaajaméaarasta vastarinnan jésenen paasy projektille nostaa hénen nako-
kulmastaan projektin onnistumistodennakoisyyttd huomattavasti. Kolmella jaollisten
pelaajamaarien tapauksessa onnistumistodennakoisyys kaksinkertaistuu. Muiden
pelaajamadrien tapauksessa onnistumistodennékoisyys kasvaa viela merkittavasti
enemmén (kertoimen vaihteluvéli 2.33-3).

Taulukko 3: Ensimméisen kierroksen projektin onnistumistodennakoéisyys vastarin-
nalle, eli todennakéisyys sille, etta projektilla on nolla vakoojaa.

Pelaajamaara 5 6 7 8 9 10
Yleisesti (kaava 1) 0.300 | 0.400 | 0.286 | 0.179 | 0.238 | 0.167
Pelaaja ei ole projektilla (kaava 2) | 0.167 | 0.300 | 0.200 | 0.114 | 0.179 | 0.119
Pelaaja on projektilla (kaava 3) | 0.500 | 0.600 | 0.500 | 0.286 | 0.357 | 0.278
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Tarkastellaan todennakoisyytta, jolla projekti onnistuu vakoojien nakokulmasta.
Yleisesti, eli kaavan 1 tapaan, projekti onnistuu vakoojien nakékulmasta todennakai-
syydella

(”_U)Q:l) "o+ l—a

A )| . (@)
p ol

n—a
Jos vastarinnan jasen ei ole projektilla, todennakoisyys on

(”_"U)@_})_kn—vklif V—a (5)
(“;1) Cn—1l, n—1-a
Jos vastarinnan jésen puolestaan on projektilla, todennédkoisyys on
(”—U)(Z:;) — (k 1)n—vk*2 v—a (6)
(Zj) B n—1;n—1—a

Vasemmalla puolella on kaavojen 1-3 tapaan kombinaatiotarkastelu, osoittajassa
sellaisten kombinaatioiden maéara, jossa valitaan yksi vakooja ja k — 1 vastarintaa.
Nimittajassa on kaikkien mahdollisten kombinaatioiden lukumééra. Oikealla puolella
on tulomuoto. Tulomuodon keskimmaéinen termi on todennakoisyys valita vakooja
ensimmaisena ja oikeanpuoleinen tulo on todennéakoisyys valita sen jalkeen pelkkaa
vastarintaa. Vasemmanpuoleisin termi on symmetrian nojalla lausekkeen taydentava
niiden jérjestysten méaréa, joilla projektin jasenet voidaan valita, kun samalla puolella
olevat pelaajat rinnastuvat.

Taulukossa 4 on kaavojen 4-6 avulla eri pelaajaméarille lasketut todennéakoisyydet
sille, etté ensimmaisen kierroksen projektissa on tasan yksi vakooja. On syyta huomata
ettéd ainoa oletus, jonka pohjalta vastarinta voisi tamén taulukon perusteella maarittéaa
itselleen optimaalisen strategian olisi se, etta aina jos projektissa olisi yli yksi vakooja,
kaikki vakoojat pelaisivat punaisen kortin. Téllainen oletus, jossa vakoojat pelkéisivat
paljastumistaan niin paljon etteivat ole valmiita ottamaan riskia yli yhden mustan
kortin pelaamisesta, on varsin karkea eika valttamétta kuvaa pelid hyvin.

Kaavat 1-6 yleistyvat projektin onnistumistodennakoisyyksiksi myos muille kier-
roksille lukuunottamatta (*)-merkittyja kierroksia, jos sivuutetaan aiemmilla projek-
teilla pelattujen korttien vareista saatu informaatio. Pelatuista korteista saadulla
informaatiolla viitataan loogisiin seuraussuhteisiin eli ns. implikaatioihin, joita syntyy
kun pelaajat saavat tietad mita kortteja projektilla ollut pelaajien osajoukko on
pelannut.

3.2 Kortin pelaaminen

Tassa kappaleessa tarkastellaan kortin pelaamiseen liittyvia valintaa vakoojana, seka
lasketaan mahdollisten vakoojakombinaatioiden méaarat ensimmaisella projektilla
pelattujen korttien varien perusteella.

Vakoojakombinaatiolla tarkoitetaan pelaajien osajoukkoa, johon kuuluu kaikki
vakoojat eikd yhtdan vastarintaa. Mahdollisella vakoojakombinaatiolla tarkoitetaan
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Taulukko 4: Ensimmaisen kierroksen projektin onnistumistodennékoisyys vastarinnan
nakokulmasta vakoojille eli todennakoisyys sille, etta projektilla on tasan yksi vakooja.

Pelaajamaira 5) 6 7 8 9 10
Yleisesti (kaava 4) 0.600 | 0.533 | 0.571 | 0.536 | 0.536 | 0.500
Pelaaja ei ole projektilla (kaava 5) | 0.667 | 0.600 | 0.600 | 0.514 | 0.536 | 0.476
Pelaaja on projektilla (kaava 6) | 0.500 | 0.400 | 0.500 | 0.571 | 0.536 | 0.556

vastarinnan nakokulmasta pelaajien osajoukkoa, joka voi olla vakoojakombinaatio.
Tarkastellaan esimerkkia, jossa pelissa on seitsemén pelaajaa, eli kolme vakoojaa ja
nelja vastarinnan jisenta. Ensimmaiselld projektilla on pelaajat A ja B. Projektilla
pelataan yksi musta kortti. Koska projektilla oli vihintdan yksi vakooja, pelaajien
osajoukko C, D, E ei ole mahdollinen vakoojakombinaatio. Esimerkiksi kombinaatiot
A, C, E ja A, B, F ovat mahdollisia vakoojakombinaatioita.

Kaytetdan pelin pistetilanteelle merkintatapaa, jossa ensimméisené ilmoitetaan
vastarinnan pisteméara ja toisena vakoojien pisteméaaré. Jos vastarinnalla olisi esi-
merkiksi yksi piste ja vakoojilla kaksi, olisi pelitilanne 1 — 2. Vastarinnan jasenien
on pelin sdantéjen mukaan aina pelattava punainen kortti. Vakooja voi pelata joko
mustan tai punaisen kortin. Jos projektilla on pelkkéa vastarintaa, he pelaavat kaikki
punaisen kortin, jolloin peli on ensimméisen kierroksen jalkeen 1 — 0 vastarinnalle.

Jos projektilla on yksi vakooja, hanen pelatessaan mustan kortin peli on 0 —
1. Vastaavasti jos hidn pelaa punaisen kortin, peli on 1 — 0. Jos vakooja pelaa
punaisen kortin, vastarinnan nikokulmasta kaikki vakoojakombinaatiot ovat edelleen
mahdollisia. Jos vakooja pelaa mustan kortin, yleisesti vastarinnan nédkokulmasta
mahdollisten vakoojakombinaatioiden lukuméara vihenee pelin alun méarasta

(2= ™
(-G <8>

Jalleen n on pelaajaméara, v on vastarintojen méaréa ja k on projektin koko. Projektin
ulkopuolella olevan vastarinnan jasenen nakokulmasta mahdollisten kombinaatioiden

maara on )
n—1 n—k—1
— 9
<U - 1) ( n—uv )’ )
ja projektilla mukana olevan vastarinnan jasenen nakokulmasta maara on puolestaan
n—1 n—k
_ , 10
(v — 1) (n — v) (10)

Kaavat 810 on muodostettu vihentamalla kaikkien mahdollisten kombinaatioiden
madaristd kombinaatiot, jossa kaikki vakoojat ovat projektin ulkopuolella. Kaavoissa

maaraan
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9 ja 10 esiintyva ensimmadinen termi on vastarinnan puolella olevan pelaajan nako-
kulmasta mahdollisten vakoojakombinaatioiden méaaré tilanteessa, jossa vakoojilla ei
ole viela pisteita.

Tarkastellaan yleisesti tilannetta, jossa projektilla on enemman kuin yksi vakooja.
On ilmeisté, ettd on vakoojille sita edullisempaa, mitd vihemmén mustia kortteja
projektilla pelataan, kunhan mustia kortteja pelataan vihintaén yksi. Yhté suurem-
pi maara mustia kortteja ei neljatta kierrosta lukuunottamatta tuota lisépisteita.
Neljannen kierroksen erikoistapaus kuitenkin sivuutetaan téssa tarkastelussa. Paras
mahdollinen pelitapa vakoojille projektilla olisi aina pelata tasan yksi musta kortti
todennékoisyydelld u, ja todennédkoisyydelld 1 — u pysya tédysin piilossa. On syyta
huomata, etta u voi olla 0 tai 1 useissa tilanteissa.

Edelld todetusta seuraa, etta kdaytannon pelissa pelaajat voisivat tehda keskenaan
jonkinlaisen sopimuksen korttien pelaamisesta. Sopimus madrittelisi, kuka vakoojista
pelaa muuta kuin varmasti punaisen kortin tilanteessa, jossa projektilla on useampi
vakooja. Esimerkki talldisestd sopimuksesta voisi olla: "Numeroidaan pelaajat istu-
mapaikkojensa mukaan. Ensimmaéisen kierroksen ensimmainen puheenjohtaja saa
numeron 1, ja numerot kasvavat myotapéivaan kierrettiessa. Jos projektilla on vahin-
tdan kaksi vakoojaa, projektin vakoojista vain pieninumeroisin voi pelata muun kuin
punaisen kortin". Tehty sopimus olisi Nash-tasapaino, eli yksittdisen pelaajan tekema
sopimuksen vastainen valinta heikentéisi hanen omia voittomahdollisuuksiaan, jos
muut noudattavat sopimusta.

Oletetaan, etté tallaista sopimusta ei ole tehty, eikéd vakoojilla ole mitdan mahdol-
lisuutta salaisesti kommunikoida siihen liittyen kuka on mahdollisen mustan kortin
pelaaja. Jokainen vakooja pelaa mustan kortin todennékoisyydella ¢ = [0, 1], ja taméa
todennakoisyys on samassa projektissa aina sama kaikille vakoojille.

Todennékoisyydet mahdollisille pelattujen mustien korttien méaralle projektil-
la on taulukoitu muuttujan ¢ avulla taulukkoon 5. Taulukon arvot on maaritetty
binomikertoimien avulla. Tarkastellaan esimerkkina kolmen projektilla olevan va-
koojan tapausta. Kun kukin vakoojista pelaa mustan kortin todennakoisyydella ¢
todennikoisyys sille, ettd he pelaavat kaikki mustan kortin on t3. Todennéikoisyys
kahdelle pelatulle mustalle kortille on todennékoisyys sille, etta jotkin kaksi vakoo-
jista pelaavat mustan kortin ja kolmas vakooja pelaa punaisen kortin. Kolmesta
vakoojasta voi valita yhden punaisen kortin pelaavan vakoojan kolmella tavalla. Kun
todennékoisyys sille, ettéd jokin tietty vakooja pelaa punaisen kortin ja kaksi muuta
vakoojaa mustan kortin on t?(1 — t), on todennikoisyys tasan kahden mustan kortin
pelaamiselle 3t%(1 — t).

Kahden vakoojan tilanne on olennainen kaikilla pelaajamaérilla 5-10, kolmen
vakoojan tilanne on olennainen pelaajamaarilla 7-10, ja neljan vakoojan tilanne on
olennainen vain kymmenen pelaajan tapauksessa.

Oletetaan, ettd minkaédnlaista pelia edeltavia kortinpelaussopimusta ei ole tehty.
Oletetaan kuitenkin, ettéd vakoojat pystyviat kommunikoimaan pelin aikana pelaa-
miensa korttien avulla. Jos pelikierrosten 2-5 projekteilla on useampi vakooja siten,
etta jotkin heista ovat aiemmalla kierroksella pelanneet jo kortteja, he ensisijaises-
ti jatkavat saman vérisen kortin pelaamista. Tarkastellaan esimerkkiné tilannetta,
jossa projektilla oleva yksindinen vakooja A pelaa punaisen kortin. Myohemmélla
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Taulukko 5: Yleisesti todennakoisyydet sille, etta projektilla pelataan tietty méaara
mustia kortteja, kun sielld on vakoojia. Yksittdinen vakooja pelaa mustan kortin
todennakoisyydella ¢.

Vakoojien miaira projektilla 1 2 3 4
Nolla mustaa korttia 1—t)| (1=t | (1—1)3 (1—1t)
Yksi musta kortti t 20(1 —t) | 3t(1 —¢t)* | 4¢(1 —¢)?
Kaksi mustaa korttia 0 t? 3t2(1—1t) | 6t%(1 —t)?
Kolme mustaa korttia 0 0 t3 483(1 —t)
Nelja mustaa korttia 0 0 0 tt

projektilla on sekéd vakooja A ettéd toinen vakooja B. Nyt vakooja A pelaa varmasti
punaisen kortin ja B tekee valinnan pelattavan kortin varista. Tarkastellaan toisena
esimerkkind tilannetta, jossa vakoojat C ja D ovat molemmat projektilla. C pelaa
mustan kortin ja D punaisen. Téasta eteenpéin D pelaa punaisen kortin aina ollessaan
yhdessé projektilla C:n kanssa.

Jos ensimmaisen kierroksen projektilla on enemmaén kuin yksi vakooja, peliti-
lanne on 1 — 0 vastarinnalle, jos kaikki vakoojat pelaavat punaisen kortin. Jos yksi
tai useampi vakooja pelaa mustan kortin, pelitilanne on 0 — 1. Jos projektilla pe-
lataan kaksi mustaa korttia, mahdollisten vakoojakombinaatioiden maara yleisesti
vastarinnan ndkokulmasta on

)25 G ) - 6) n

Projektin ulkopuolella olevan vastarinnan jasenen nakokulmasta mahdollisten kombi-
naatioiden méaara on

)G B)GE ) ( w

ja projektilla mukana olevan vastarinnan jésenen ndkokulmasta puolestaan

P [ L [ R 0 B

Kahden mustan kortin tapauksen kaavoja 11, 12 ja 13 vastaavat kaavat kolmen
pelatun mustan kortin tilanteessa ovat seuraavat. Yleisessé eli kaavaa 11 vastaavassa
tapauksessa mahdollisten vakoojakombinaatioiden maara on

@ (n:f 3) i @ (14)

kaavaa 12 vastaavassa projektin ulkopuolisen tarkastelijan tapauksessa

B)G=2m) ) w
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ja kaavaa 13 vastaavassa projektin sisdpuolisen tarkastelijan tapauksessa

(60 () a0

Kaavojen 11-16 summien ensimmaiset termit ovat sellaisten kombinaatioiden mééria,
joissa kaikki projektilla olleet vakoojat pelasivat mustan kortin. Muut termit ovat
sellaisia kombinaatioita, joissa projektilla on myos yksi tai kaksi punaisen kortin
pelannutta vakoojaa.

On syytd huomata, ettd jos projektilla pelattujen mustien korttien maaré on yhta
suuri kuin projektin jasenten méara ja yhta suuri kuin vakoojien méaara pelissa, peli
on ratkennut. Jos téllaisella projektilla vakoojat ovat saaneet kolmannen pisteensa,
he voittavat. Jos taas eivit, pelissé on jaljella vain yksi mahdollinen vakoojakombi-
naatio, joka on vain projektilla olleet pelaajat sisdltava pelaajien osajoukko. Loput
projektit on mahdollista muodostaa pelaajien osajoukosta, johon kuuluu kaikki paitsi
projektilla olleet pelaajat, eli kaikki pelaajat jotka eivat kuulu vakoojakombinaatioon.
Kutsutaan téllaista osajoukkoa vakoojakombinaation komplementiksi.

Kymmenen pelaajan tapauksessa projektilla on aina enintdén tasan puolet pelaa-
jista. Télloin pelin ratkeamiseen riittaé, etta projektilla pelattujen mustien korttien
maara on yhtd suuri kuin vakoojien méaara pelissd. Tamén vuoksi mahdollisten
vakoojakombinaatioiden maara tilanteessa jossa projektilla pelataan nelja mustaa
korttia, ei ole olennainen. Taulukossa 6 on esitetty kaavojen 7-16 avulla lasketut
mahdollisten vakoojakombinaatioiden maarat ensimmaéisen projektin jalkeen.

Taulukko 6: Mahdollisten vakoojakombinaatioiden méaréat ensimmaéisen kierroksen
projektin jalkeen eri pelaajaméarille. Vasen sarake kertoo tarkastelun nakokulman
ja projektilla pelattujen mustien korttien lukumaééridn. Lihavoidut yleisesti-rivit
esittavat kaikkien mahdollisten kombinaatioiden méaarat kdyttaen vain pelattujen
korttien véristd saatua informaatiota. Muilla riveilla kombinaatiot on laskettu joko
projektilla tai sen ulkopuolella olevan vastarinnan jasenen nakokulmasta. Taulukon
tyhjat ruudut eivit ole mahdollisia pelitilanteita.

Pelaajamaara 516 | 7181910
Nolla mustaa, yleisesti 10 | 15| 35 | 56 | 84 | 210
Nolla mustaa, pelaajan nakokulma
Yksi musta, yleisesti
Yksi musta, proj.ulk. nakokulma
Yksi musta, proj.sis. nakokulma
Kaksi mustaa, yleisesti
Kaksi mustaa, proj.ulk. nakokulma
Kaksi mustaa, proj.sis. nakokulma 4 15
Kolme mustaa, yleisesti 111
Kolme mustaa, proj.ulk. nakokulma 1 1
Kolme mustaa, proj.sis. nakokulma
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Havaitaan etta lopputulos, jossa projektilla pelataan yksi musta kortti vahentaa
yleisesti mahdollisten vakoojakombinaatioiden maarad pelaajaméarasta riippuen
n. 17-40 prosenttia. Suurimmat suhteelliset kombinaatioiden vahennykset tapahtuvat
pienilla pelaajaméarilla. Viiden pelaajan tapauksessa mahdollisten kombinaatioiden
méaard vahenee 30 prosenttia ja kuuden pelaajan tapauksessa 40 prosenttia. Kuutta
suuremmilla pelaajaméarilla vakoojien kokonaismaara on vahintaan kolme ja télloin
mahdollisten vakoojakombinaatioiden maéra pienenee suhteellisesti vihemman, vaih-
teluvélin ollessa 17-29 prosenttia. Seitsemén pelaajan (29 prosenttia) ja yhdeksan
pelaajan (24 prosenttia) tapauksissa kombinaatioiden mééra viahenee suhteellisesti
enemmédn kuin kahdeksan ja kymmenen pelaajan tapauksissa (18 ja 17 prosenttia).

Mahdollisten kombinaatioiden maarat pienenevat suhteellisesti enemmén pienillé
pelaajamaarilla, mista voidaan tehda johtopadtos, ettd suuremmilla pelaajaméarilla
vakoojan kannattaa todennakoisemmin pelata musta kortti. Toisin sanoen pienilla
pelaajaméarilla vakoojat antavat suhteellisesti enemmaén informaatiota vastarinnalle
pelaamalla mustan kortin, joten pienilld pelaajaméérilla vakoojat haluavat toden-
nakoisemmin pelata punaisia kortteja. Téama johtopaatos ei kuitenkaan huomioi
esimerkiksi eri pelaajaméarien erilaisia pelikaavioita myohemmaén pelin suhteen,
joten siihen on suhtauduttava suurella varauksella. Ylipaatadn sellaisiin johtopa&tok-
siin kortin pelaamisstrategiaan liittyen, joiden tekemiseksi kaikkia pelin kierroksia ei
ole perusteellisesti tarkasteltu, on suhtauduttava varauksella.

Taulukon 6 ruudut, joissa mahdollisten vakoojakombinaatioiden méaéré on yksi,
ovat ratkenneita pelitilanteita. Esimerkiksi jos viiden tai kuuden pelaajan tapaukses-
sa projektilla pelataan kaksi mustaa korttia tiedetaédn, ettd projektin kaksi jasenta
ovat pelin molemmat vakoojat. Témén jalkeen vastarinnat voittavat pelin toteut-
tamalla projekteja, missa on ainoastaan pelaajia ensimméisen projektin eli varman
vakoojakombinaation komplementista. Tété strategiaa noudattamalla peli paattyy
vastarinnan 3 — 1 voittoon.

4 Pelitilanteen evaluointi

Téssa kappaleessa perustellaan, miksi edelld tehdysta ensimmaisen kierroksen tar-
kastelusta ei saada tulokseksi ensimmaisen kierroksen optimaalista pelistrategiaa.
Kappaleessa kuvataan ensimméisen projektin jéalkeisen pelitilanteen tarkasteluun
littyva ongelma, seka pohditaan voiko kaikkia pelisséa jaettavia pisteita tarkastella
saman arvoisina.

Jos ensimmaisen kierroksen mustan kortin pelaamistodennékdisyys ¢ (tai vaihtoeh-
toisesti tehdyn kortinpelaussopimuksen tapauksessa todennéakoisyys ) pystyttaisiin
maarittdamaan, sitd hyodyntaen voisi suoraviivaisesti edetd toisen pelikierroksen
tarkasteluun. Mutta voittomahdollisuudet maksivoivaa todennéakoéisyytta ¢ ei ole
mahdollista méaarittaa suoraviivaisesti. Todennéakoisyyden ¢ maarittamiseksi pitaisi
pystyé evaluoimaan eri lopputulokset, eli madrittdméaan numeeriset arvot mahdol-
listen ensimmaisen kierroksen jalkeisten pelitilanteiden hyvyyksille vakoojien nako-
kulmasta. Toinen vaihtoehto olisi kaikkien pelikierrosten perusteellinen tarkastelu
mm. aiempien kierroksien todennakoisyysmuuttujia apuna kayttaen, mutta kyseisen
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tapauskasittelyn tekeminen on rajattu taman tyon ulkopuolelle.

Tarkastellaan pelitilanteen evaluaatioon liittyvaa ongelmaa kéyttaen esimerkkina
viiden pelaajan tapausta. Kaavoista 1 ja 4 saadaan todennakoisyydet mahdollisille
vakoojaméarille ensimmaisella projektilla. Viiden pelaajan tapauksessa todennakoi-
syys nollalle vakoojalle projektilla on 0.3, todennakoisyys yhdelle vakoojalle on 0.6,
ja todennakoisyys kahdelle vakoojalle on 0.1. Yleisesti todennakoisyys sille, etta
ensimmaiselld projektilla on a vakoojaa ja projektilla pelataan b mustaa korttia on
Wy, - Typ, missa w, on todennékoisyys sille, etta projektilla on a vakoojaa, ja toden-
nékoisyys T, saadaan taulukosta 5. Erikoistapauksena on ¢:std riippumaton tilanne,
jossa projektilla ei ole ollenkaan vakoojia. Talloin Tp9 = 1 ja Tpp = 0, kun b > 0.
Lausekkeen w, - T, arvot on esitetty muuttujien ¢; ja to suhteen viiden pelaajan
tapauksessa taulukossa 7.

Projektin lopputuloksen kannalta merkitysté on vain silld, montako mustaa korttia
pelataan. Kuitenkin myohempien kierrosten strategisissa valinnoissa esimerkiksi silla
voi olla merkitystéd, mikda on todennakoisyys tietylle méaaralle vakoojia aiemmalla
projektilla, kun tiedetdan ettd projektilla pelattiin tietty maara mustia kortteja.
Siksi kaikkien vakoojamaéra-korttijakauma-kombinaatioiden todennakoisyydet ovat
olennaisia.

Taulukko 7: Ensimméisen kierroksen projektin lopputulosten todennakoisyydet muut-
tujien t; ja to suhteen viiden pelaajan tapauksessa. Muuttujien ¢, alaindeksi a on
vakoojien tiedossa oleva todennékoisyyteen ¢ vaikuttava vakoojien maara projektilla.

Vakoojien méaara projektilla | 0 1 2
Nolla mustaa korttia 0.3]10.6-(1—t1)| 0.1-(1—ty)?
Yksi musta kortti 0 0.6 -t 0.2 to(1 — t3)
Kaksi mustaa korttia 0 0 0.1-t3

Tiedetéan, etta jos kaikki projektin jasenet pelaavat punaisen kortin, pelitilanne
on 1-0. Tamén todennakoisyys on viiden pelaajan tapauksessa taulukon 7 ylimmaéan
todennékdisyysrivin summa eli 0.3 + 0.6 - (1 —¢;) + 0.1 - (1 — #3)*. Jos projektilla
pelataan yksi musta kortti, pelitilanne on 0-1. Tamén todennékoisyys on viidell&
pelaajalla vastaavasti 0.6 - t; 4+ 0.2 - t5(1 — t5). Todenndkoisyys sille, etta projektilla
pelataan kaksi mustaa korttia, on 0.1 - t3. Télloin vakoojat saavat pisteen, mutta
héviavéit pelin varmasti sen jalkeen eli pelitilanne on 3 — 1.

Jos todennékoisyydet 1 ja to (ja vastaavasti suurempien pelaajaméérien tapauk-
sessa myos todennédkoisyydet ¢35 ja t4) pystyisi maarittdméaan, pelin optimaalinen
strategia olisi ratkaistu ensimmaisen kierroksen osalta. Niiden maérittamiseksi pi-
taisi viiden pelaajan tapauksessa pystya vertaamaan keskenédan ainakin pelitiloja
0—1,1—0 ja 3 — 1. Naiivi idea olisi evaluoida pelitilanteet siten, etta kaikki pelin
pisteet oletettaisiin saman arvoisiksi eli pelitilanteen numeerinen hyvyys vakoojien
nakokulmasta olisi vakoojien pisteméarén ja vastarinnan pisteméaran erotus. Kutsu-
taan tallaista evaluaatiota tasapiste-evaluaatioksi. Mahdolliset pelitilat ensimmaéisen
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kierroksen jalkeen viiden pelaajan tapauksessa ovat 0 — 1, 1 — 0 ja 3 — 1. Tulkitaan
tila 3 — 1 tilaksi 3 — 0, koska peli on paattynyt vastarinnan voittoon ja ainoastaan
voittajalla on Vastarinta-pelissd merkitysta. Tasapiste-evaluaatiolla pelitilanteen
numeerinen hyvyys on siis joko 1, -1 tai -3. On selva, ettd tasapiste-evaluaation
perusteella projektilla olevan yksittdisen vakoojan strategia on pelata aina musta
kortti, koska mustan kortin pelaamalla pelitilanteen hyvyys on 1 ja punaisen kortin
pelaamalla -1. Saadaan, etta tasapiste-evaluaatiolla ¢; = 1.

Optimaalinen eli pelitilanteen odotusarvoisen hyvyyden maksimoiva todennékoi-
syys pelata musta kortti kahden projektilla olevan vakoojan tapauksessa ratkeaa
lausekkeesta

dcjo.z ty(1—t9) —0.1- (1 —t9)*> = 3-0.1-3 = —1.2t, + 0.4. (17)
2

Lausekkeen vasen puoli on pelitilanteen odotusarvoinen numeerinen hyvyys méaéa-
ritettynda muuttujan t, suhteen. Eri tilanteiden todennéakoéisyydet on kerrottu nii-
den hyvyydelld. Optimaalinen ¢, on vasemman puolen lausekkeen maksivoiva arvo.
Derivaatan nollakohtaa ja kulmakerrointa tarkastelemalla saadaan, etta tasapiste-
evaluaatiolla pelitilanteen odotusarvoisen hyvyyden maksimoi to = 1/3. Seuraavassa
kappaleessa tutkitaan tasapiste-evaluaation tuottamien arvojen mielekkyytta viiden
pelaajan tapauksessa.

5 Kahden pelistrategian vertaaminen

Tassa kappaleessa osoitetaan, etta tasapiste-evaluaation mukainen pelistrategia, jossa
viiden pelaajan tapauksessa ensimméisen kierroksen strategia on t; =1, to = 1/3, ei
ole optimaalinen pelistrategia. Kutsutaan tata pelistrategiaa aggressiiviseksi pelistra-
tegiaksi, ja tarkastellaan pelistrategiaa kappaleessa 5.1. Kappaleessa 5.1.1 tutkitaan
arvojen t; = 1, to = 1/3 mielekkyytta. Kappaleessa 5.1.2 maaritetdédn, kuinka suuren
osuuden peleista vakoojat voittavat aggressiivisella pelistrategialla. Kappaleessa 5.2
tutkitaan, kuinka suuren osuuden peleisté vakoojat voittavat vaihtoehtoisella, mie-
livaltaisella pelistrategialla. Strategiassa vakoojat pelaavat projekteilla 1 ja 3 vain
punaisia kortteja eli uhraavat pelin ensimmaisen ja kolmannen pisteen vastarinnalle.

Téssa kappaleessa kdytetaan projekteille merkintatapaa P, = {A, B}, jossa m
on projektin jarjestysnumero ja {A, B} on projektiin kuuluva pelaajien osajoukko,
eli pelaajat A ja B osallistuvat projektiin.

5.1 Aggressiivinen pelistrategia
5.1.1 Muuttujien tarkastelu

Tutkitaan, onko to = 1/3 optimaalinen strategia annettuna t; = 1. Mikéili néin ei ole,
on selvaé etta tasapiste-evaluaation mukainen strategia ei ole optimaalinen.

Koska t; = 1, niin tapaus, jossa ensimmainen projekti tuottaa kaksi punaista
korttia, on mahdollinen vain neljalld vakoojakombinaatiolla. Numeroidaan pelaajat
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yhdesté viiteen, ja kiinnitetddn ensimmaéinen projekti P, = {1,2}. Mahdolliset
vakoojakombinaatiot ovat tilanteessa 1 — 0 siis {1, 2}, {3,4}, {3,5}, {4,5}.

Jos vakoojakombinaatio on joku kombinaatioista {3,4}, {3,5}, {4, 5}, peli paa-
tyy tilaan 1 — 0 todennékoisyydelld 1. Jos vakoojakombinaatio on {1,2}, tilaan
1 — 0 paadytédan, jos molemmat vakoojat pelaavat punaisen kortin eli todennakoi-
syydella (1 — t5)2. Todennikoéisyys sille, ettd vakoojakombinaatio on {1,2} on siis
(1 —19)2/(3+ (1 — t2)?). Vastaavasti muiden kombinaatioiden todennikdisyydet ovat
1/(3 4 (1 — t9)?). Riippumatta todennikoisyyden ¢, arvosta tiedetédin, ettda kombi-
naatio {1,2} on mahdollista vakoojakombinaatioista epatodennikoisin, eli vahintaan
yhta epatodennakdinen kuin muut vakoojakombinaatiot.

Vastarinnan paras strategia kolmannelle projektille eli pelin toiselle kahden
pelaajan projektille on P3 = {1,2}. Mikéli seké pelaajat 1 etta 2 ovat vastarintoja,
projekti tuottaa varmasti pisteen, jolloin pelitilanne on joko 2 — 1 tai 3 — 0. Jos
{1,2} on vakoojakombinaatio, projektin lopputulos on sama, silld heidan paras
strategia on pelata kaksi punaista korttia. Vakoojat eivét kyseisesta projektista ole
saamassa kolmatta pistettd, ja yhden (tai kahden) mustan kortin pelaaminen jattaisi
kombinaation {1,2} pelin ainoaksi mahdolliseksi vakoojakombinaatioksi. Vain yhden
mahdollisen vakoojakombinaation tilanne johtaa vakoojien héviéon vastarinnan
pelatessa Py = Ps = {3,4,5}.

Vastarinta saa pisteet ainakin projekteista 1 ja 3. Voittaakseen vastarinnan tar-
vitsee valita tdsmaélleen oikea vastarintakombinaatio jollekin projekteista 2, 4, 5.
Mainittakoon erikoistapauksena, etta vastarinta voittaa myos saamalla projektis-
ta muotoa P, = {1,2, X} lopputulokseksi nolla tai kaksi mustaa korttia. Taméa
huomio ei vaikuta vastarinnan pelistrategiaan, silla vakoojakombinaatio {1,2} on
neljasté vaihtoehdosta epatodennédkoisin. Vastarinnan paras strategia on riippumatta
to:n arvosta laittaa projekteiksi kolmen todennédkéisimméan vakoojakombinaation
komplementit, eli esimerkiksi P, = {1,2,3}, P, = {1,2,4}, Ps = {1,2,5}.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa ensimméiselld projektilla Py = {1, 2}
pelataan yksi musta kortti. Téssa tapauksessa mahdollisia vakoojakombinaatioita
ovat {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}. Kaikissa tapauksissa vakoo-
jat ovat onnistuneet kommunikoimaan toisilleen pelattujen korttien avulla, minké
kortin he pelaavat jatkossa paatyessaan yhdessa projektille. Tasté eteenpéin ei ole
mahdollista, ettd milldan projektilla pelattaisiin kaksi mustaa korttia. Koska lisdinfor-
maatiota korttien (tai 4dnestyskayttidytymisen) perusteella ei ole mahdollista saada,
vastarintojen paras strategia on muodostaa projekteja, joissa on mahdollisimman
todennékoisen vakoojakombinaation komplementti. Pelitilanne on 0 — 1, joten vas-
tarinnalla on kéytettdvissa kaksi yritystd muodostaa projekti, joka on todellisen
vakoojakombinaation komplementti. Jos projekti 2 tuottaa mustan kortin ja 0 — 2-
pelitilanteen, optimaalinen jatkostrategia on muodostaa projektit 3 ja 4 muotoa
Py ={X,Y}, P,={X,Y, Z}. Talloin projekti 3 epdonnistuu vain tilanteissa, joissa
projekti 4 olisi joka tapauksessa epaonnistunut.

On selvéé, etté koska vakoojakombinaatio {1,2} on epédtodennakoisin mahdol-
linen, valintaa {3,4,5} pelin toiseksi tai neljanneksi projektiksi ei koskaan tehda.
Vastarinnan pelatessa optimaalisesti vakoojat voittavat varmasti tilanteessa, jossa
vakoojakombinaatio on {1,2} ja ensimmaiselld projektilla pelataan yksi musta kortti.
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Tiedetaan, ettd vakoojakombinaation {1,2} tapauksessa vakoojat voittavat vain,
jos he pelaavat ensimmaéisellé kierroksella tasan yhden mustan kortin, tai jos he
pelaavat ensimmaiselld kierroksella nolla mustaa korttia ja toisella kierroksella yhden.
Toisen kierroksen tapauksessa mustan kortin pelaamistodennékoéisyys t on lausekkeen
2t(1 — t) maksivoiva 0.5. Téasta saadaan ratkaistua lausekkeella

652152(1 —ty) + 0.5(1 — t5)? = =3ty + 1, (18)
2
ettd oletuksella t; = 1 optimaalinen todennakoisyys to, = 1/3. Kaavassa 18 vasem-
malla puolella on vakoojien voittotodennédkoisyys, jonka maksimoiva muuttujan ¢,
arvo 1oytyy derivaatan eli lausekkeen oikean puolen nollakohdasta.
Tasapiste-evaluaation tarjoama to = 1/3 todella on optimaalinen strategia, jos ole-
tetaan t; = 1 strategian osaksi. Tulokseen on kuitenkin syyta suhtautua varauksella,
silla eri tavoin méaritetyt muuttujan t, arvot voivat olla samat taysin sattumalta.

5.1.2 Vakoojien voittotodennikoisyys

Maéritetdan vakoojien voittotodennékoisyys, kun vakoojat noudattavat aggressiivista
pelistrategiaa. Tavoitteena on mybhemmin 16ytda strategia, jossa t; # 1, ja jossa
vakoojien voittotodennakoisyys on suurempi.

Noudattamalla ylla ratkaistua parasta strategiaa, vastarinta voittaa pelin aina,
kun ensimmaisella projektilla on kaksi vastarinnan jésentd. Témén todennakoisyys
on 3/10. Jos ensimmaiselld projektilla on yksi vakooja (todenndkéisyys 6/10), vasta-
rinta voittaa pelin vain jos toinen kahdesta arvotusta vakoojakombinaatioarvauksesta
on oikea. Tdmén todennékoisyys on 1 —5/6-4/5 = 1/3, kun kombinaatiota {1,2} ei
koskaan arvata. Sijoittamalla kaavassa 18 derivoitavaan lausekkeeseen lausekkeen
arvon maksivoivan arvon t, = 1/3 saadaan todennékoisyys sille, ettd kahden ensim-
maisella projektilla olevan vakoojan tapauksessa vakoojat voittavat. Todennakoisyys
on2-1/3-(1-1/3)+0.5(1 —1/3)? = 2/3, josta saadaan etti vastarinnat voittavat
téasséd tapauksessa pelin todenndkoisyydelld 1 — 2/3 = 1/3. Kun vakoojat pelaavat
parhaalla mahdollisella strategialla alkuoletuksella ¢; = 1, vastarinnat voittavat pelin
todennékoisyydellda 3/10+1/3-7/10 = 8/15 ~ 0.533.

Viiden pelaajan tapauksessa vakoojien parhaalla mahdollisella sellaisella kor-
tinpeluustrategialla, jossa t; = 1, vakoojat voittavat noin 46,7 prosenttia peleisté.
Kappaleessa 5.2 osoitetaan, ettd on olemassa parempi strategia. Paremman stra-
tegian olemassaolosta seuraa, ettd tasapiste-evaluaation mukainen aggressiivinen
pelistrategia ei ole optimaalinen.

5.2 Pisteitd uhraava pelistrategia

Jos on olemassa pelistrategia, jossa vakoojat voittavat yli 46,7 prosenttia peleista
vastarinnan pelatessa optimaalisesti, tasapiste-evaluaation mukainen pelistrategia ei
ole optimaalinen. Tutkitaan kuinka monta prosenttia vakoojat vihintdan voittavat
peleista jos he pelaavat strategialla, jossa projekteilla 1 ja 3 pelataan aina punainen
kortti.
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Koska vakoojat pelaavat vain punaisia kortteja projekteilla 1 ja 3, vastarinta
voittaa vain jos jollain projekteista 2, 4, 5 pelataan vain punaisia kortteja. Vakoojat
pyrkivat projekteilla 2, 4, 5 aina pelaamaan vahintdan yhden mustan kortin. Jos
projektilla on vahintadn yksi vakooja, tdméa on mahdollista.

Vain yksi kombinaatio kymmenestd mahdollisesta kolmen pelaajan kombinaa-
tioista sisdltda pelkastaan vastarintaa. Vastarinta voittaa varmasti vahintadn toden-
nékoisyydelld 3/10, koska projekteilla 2, 4 ja 5 pystytadn kokeilemaan kolmea néisté
kymmenestd kombinaatiosta. Jos oletettaisiin, ettd vakoojat voisivat kaikilla projek-
teilla salaisesti kommunikoida pelattavien korttien véreista, projektilla ei koskaan
pelattaisi yli yhta mustaa korttia, koska useampi musta kortti antaa lisdinformaatiota
vastarinnalle. T&ll6in vastarinnan voittotodennakdisyys olisi tasan 3/10, koska viiden
pelaajan pelissa kolmen pelaajan projekti, jolla pelataan yksi musta kortti, rajaa
pois vain yhden mahdollisen vakoojakombinaation. Esimerkiksi jos ennen yhden
mustan kortin tuottavaa projektia P,, = {1, 2,3} kaikki vakoojakombinaatiot ovat
mahdollisia, projektin jalkeen kaikki vakoojakombinaatiot paitsi kombinaatio {4,5}
ovat edelleen mahdollisia.

Kiinnitetédén projekti P, = {1, 2}. Projektilla pelataan varmasti kaksi punaista
korttia, joten kaikki vakoojakombinaatiot ovat edelleen mahdollisia ja yhta toden-
nakoisia. Vastarintojen voittomahdollisuudet maksimoi strategia, jossa on mahdol-
lisimman todenndakoisté, etta projektilla 2 pelataan joko 0 tai 2 mustaa korttia.
Todennékoisyys nollalle vakoojalle projektilla on projektin valinnasta riippumatta
aina 1/10, koska kaikki vakoojakomibnaatiot ovat mahdollisia ja yhtd todennékoisia.
Vastarinnan paras strategia on siis projektivalinnallaan maksimoida todennakoéisyys,
etta projektilla on kaksi sellaista vakoojaa, jotka eiviat kykene kommunoimaan pe-
lattavien korttien vireistd. Jos vakoojakombinaatio on jokin kombinaatioista {1, 3},
{1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, vakoojat pystyviat kommunikoimaan keskenéén,
eikd millaan tulevalla kaksi vakoojaa sisdltavéilla projektilla pelata nollaa tai kahta
mustaa korttia. Mahdolliset vakoojakombinaatiot {1,2}, {3,4}, {3,5}, {4,5} eivit
ensimmaisen projektin jalkeen kykene kommunikoimaan keskendan. Vastarinnan pa-
ras strategia on sisillyttda mahdollisimman monta tallaista kombinaatiota projektiin,
joten P, = {3,4,5}.

Todennékoisyys sille, ettd projektilla P, = {3,4,5} on nolla vakoojaa, on 1/10.
Todennékoisyys yhdelle vakoojalle on 6/10, ja todennékéisyys kahdelle vakoojalle on
3/10. Annetaan vakoojille toisen kierroksen strategian osaksi t; = 1/2, ja osoitetaan
ettéd talla strategialla vastarinta ei voi voittaa yli 53 prosenttia peleista.

Jos projektilla pelataan nolla mustaa korttia, vastarinta voittaa pelin silla olete-
taan, etta vakoojat pelaavat kolmannella projektilla aina punaista. Todennékoisyys
nollalle mustalle kortille koostuu todennakoisyydesta nollalle vakoojalle ja todennakoi-
syydesta sille, ettd projektilla on kaksi vakoojaa, jotka pelaavat molemmat punaisen
kortin. Todennikoéisyys nollalle mustalle kortille on siis 1/10 + 3/10 - (1 — #3)? =
1/10+3/10- (1 —1/2)* = 0.175. Todennékéisyys kahdelle mustalle kortille on puoles-
taan 3/10 - t3 = 3/10 - (1/2)* = 0.075. Jos projektilla pelataan kaksi mustaa korttia,
mahdollisia ja keskendédn yhta todennékoéisié vakoojakombinaatioita on kolme, {3,4},
{3,5} ja {4,5}. Kun neljannen ja viidennen kierroksen projektit ovat kahden mah-
dollisen vakoojakombinaation komplementit, esim. Py = {1,2,5}, Ps = {1,2,4},
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vastarinnan voittotodennakoisyys kahden mustan kortin tapauksessa on 2/3 ~ 0.667.

Todennékoisyys yhdelle mustalle kortille projektilla 2 on 1 —0.175 —0.075 = 0.75.
Jos lopputuloksena on yksi musta kortti, kaikki mahdolliset vakoojakombinaatiot
pystyvat tasta eteenpain kommunikoimaan pelattavien korttien véristd. Kolman-
nella projektilla pelataan varmasti vain punaisia kortteja, jonka jalkeen peli on
2 — 1 vastarinnalle. Koska kaikki vakoojat pystyvit varmasti keskendan kommunikoi-
maan korttien varistd, vastarinta voittaa vain toteuttamalla joko kierroksella 4 tai 5
projektin, joka on oikean vakoojakombinaation komplementti.

Kaikki kahden pelaajan kombinaatiot poislukien kombinaatio {1,2} ovat mah-
dollisia vakoojakombinaatioita. Kaikki mahdolliset kombinaatiot eivit kuitenkaan
ole yhté todennékoisid. Vakooojakombinaatioiden {3,4}, {3,5} ja {4,5} tapauksis-
sa toisella kierroksella ollaan pelattu tasan yksi musta kortti todennakoisyydella
2t5(1 —ty) = 2-1/2(1 — 1/2) = 1/2. Muiden kombinaatioiden tapauksessa toisel-
la kierroksella ollaan varmasti pelattu tasan yksi musta kortti. Vastarinnan paras
strategia on projekteilla 4 ja 5 pelata joidenkin todennédkoéisimpien vakoojakom-
binaatioiden {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5} komplementit, esimerkiksi
Py =1{2,4,5}, Ps = {2,3,5}. Talla strategialla vastarinta voittaa todennakdisyydella
(2-1)/(6-1+3-1/2) =2/7.5 ~ 0.267 silloin, kun toisella projektilla pelataan yksi
musta kortti.

Y14 on laskettu todennédkoisyydet vastarinnan voittotodennékoisyyksille kaikissa
toisen projektin mahdollisissa lopputuloksissa, seké nédiden lopputulosten todennékoi-
syydet. Nama yhdistamalld saadaan vastarinnan voiton todennéakoisyydeksi oletetulla
mielivaltaisella vakoojien kortinpeluustrategialla 0.75-0.267+0.175-14+0.075-0.667 ~
0.426. Vastarinta siis voittaa 42,6 prosenttia peleistd ja vakoojat voittavat 57,4 pro-
senttia peleista.

Aiemmin on osoitettu vakoojien voittavan 46,7 prosenttia peleistd, jos vakoo-
jat pelaavat tasapiste-evaluaation mukaisella ensimméisen kierroksen strategialla
t; =1, ty = 1/3, ja ensimmaéisen kierroksen jilkeen pelaavat parhaalla mahdollisella
tavalla. Nyt on osoitettu, ettd mielivaltaisella strategialla, jossa mm. ensimméisen
kierroksen strategia on t; = 0, t; = 0, vakoojat voittavat 57,4 prosenttia peleista.
Tamén perusteella voidaan todeta, etté tasapiste-evaluaatio on vahintadn epétéy-
dellinen ja mahdollisesti jopa huono pelitilanteen hyvyyden kuvaaja. Toisin sanoen
jonkun pelitilanteen hyvyytta joukkueelle ei kuvaa oman joukkueen pisteméaran ja
vastustajajoukkueen pistemadran erotus.

6 Yhteenveto

Tyon tavoitteena oli parantaa ymmarrysta Vastarinta-peliin liittyen. Tyossa tarkas-
teltiin kattavasti pelin ensimmaista kierrosta seké osoitettiin, etta kaikki pelissa
jaettavat pisteet eivat ole saman arvoisia.

Tyossa tehdyissa tarkasteluissa olennaiset oletukset olivat, ettéd projektien ul-
kopuolisessa pelissé kaikki pelaajat pelaavat vastarinnan pelistrategian mukaisella
tavalla. Pelaajilla on kdytossdan satunnaislukugeneraattori, jonka tuottamiin arvoihin
vakoojat eivat pysty vaikuttamaan. Molemmat joukkueet tietédvat, mité strategiaa
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toinen joukkue noudattaa. Vakoojat pystyvat kommunikoimaan pelattavien korttien
vareista ainoastaan heidan aiemmilla projekteillaan pelaamien korttien avulla.

Merkittava osa tyotéd oli ensimmaisen pelikierroksen tarkastelu. Tarkastelussa
madritettiin todennakoisyydet kaikilla pelaajaméarillé sille, ettd satunnaisesti valitul-
la ensimmaéisen pelikierroksen projektilla on mukana nolla vakoojaa tai yksi vakooja.
Tarkastelussa myos méaritettiin mahdollisten vakoojakombinaatioiden méaara pelissa
ensimmaisen projektin jilkeen kayttden tietoa siitd, mita kortteja ensimméisell&
projektilla pelattiin. Vaikka pelia tarkasteltiin ideaalisesta nakokulmasta, edella
mainittuja tuloksia voidaan hyodyntaéd kaytdnnon pelissa. Mahdollisten vakoojakom-
binaatioiden maara ei riipu pelaajien taitotasosta tai pelistrategiasta. Jos kaytdnnon
pelissa ensimmaisen kierroksen projekti valitaan satunnaisesti, todennakoisyys tietylle
vakoojien maaralle projektilla ei riipu tekijoista, joihin pelaajat voisivat vaikuttaa.

Osana ensimméisen kierroksen tarkastelua méaritettiin, milld todennékoisyydelld
projektilla pelataan tietty méara mustia kortteja kun projektilla on tietty maara
vakoojia. Nama todennéakoisyydet riippuvat yksittdisen vakoojan mustan kortin pe-
laamisen todennakoisyydesta. Jotta nama tulokset yleistyisivat kaytdénnon peliin,
kaikilla vakoojilla pitaisi olla sama todennékoisyys mustan kortin pelaamiselle. Tama
edellyttaisi, etta kaikilla vakoojilla olisi tdysin samanlainen késitys pelistrategiasta
ja ettd vakoojat eivat voisi kommunikoida keskendan muiden pelaajien huomaa-
matta. On kuitenkin ilmeista, ettd kaytdnnon pelin luonteeseen kuuluu epéasuora
(ts. vaivihkainen) kommunikaatio ja kaikkien pelaajien késitykset pelista eivét ole
identtiset.

Tyossé osoitettiin kahta pelistrategiaa vertaamalla, etta pelissa jaettavat pisteet
eivit ole keskendén saman arvoisia. Aggressiivinen pelistrategia on paras mahdollinen
sellainen strategia, jossa ensimmaiselld projektilla mukana oleva yksittainen vakooja
pelaa aina mustan kortin. Pisteitd uhraavassa pelistrategiassa vakoojat pelaavat pelin
ensimméiselld ja kolmannella projektilla vain punaisia kortteja. Aggressiivisella stra-
tegialla vakoojat voittavat 46,7 prosenttia peleista ja pisteitd uhraavalla strategialla
57,4 prosenttia peleistd. Toisin sanoen vakoojat voittavat yli 20 prosenttia enemmén
peleja pisteitd uhraavalla strategialla kuin parhaalla mahdollisella sellaisella strate-
gialla, jossa ensimmaiselld kierroksella pelataan aina kun mahdollista yksi musta
kortti. Vaikka nama tulokset eivat yleisty kaytdnnon peliin antavat ne viitteita siita,
ettd kiytannon pelissakaédn ei kannata pelata yksittdistd mustaa korttia aina kun se
on mahdollista.

Téssa tyossa kasitellysta Vastarinta-pelin versiosta ei ollut olemassa aikaisempaa
tutkimusta. Kaikki tdman tyon keskeiset tulokset ovat sellaista uutta tietoa, jota ei
ole aiemmin akateemisessa kirjallisuudessa esitetty.

Pelikierrosten 2-5 perusteellinen tarkastelu on rajattu tdmén tyon ulkopuolelle.
Jos kaikkien pelikierrosten mahdolliset tilanteet kaytaisiin lapi, optimaalinen pelista-
tegia ideaalisessa pelissa olisi oletettavasti mahdollista méarittaa. Pelin optimaalisen
pelistrategian maarittaminen kaikkia pelikierroksia tarkastellen on mahdollinen jat-
kotutkimusaihe. Vaihtoehtoinen lahestymistapa pelin tutkimiseen, jota téssa tyossa
ei kaytetty, on pelin simulointi. Simuloinnissa voitaisiin esimerkiksi verrata usei-
ta vastarinnan pelistrategian ja vakoojien pelistrategian yhdistelmié, ja maarittéaa
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joukkueiden voittotodennéakoisyyksia eri strategioilla. Yksi mahdollinen simulointi-
menetelma olisi myos pelid pelaavan neuroverkon rakentaminen.
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