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1 Johdanto

Projektin aiheena on volatiliteettipinnan mallintaminen korkokattosopimuksiin liittyvien korko-optioiden
hintojen  maarittamiseksi. Volatiliteettipinnan avulla  pystytddan maarittdamaan korko-optioiden
markkinahinnat kaikilla toteutushinnoilla ja maturiteeteilla.

Korkokattosopimus (cap) koostuu useasta korko-optiosta (caplet), joiden kohde-etuutena on
korkokattosopimukseen liittyvdn lainan korkojaksojen forward-korko. Tadssa tapauksessa kyseessd on
erityisesti asuntolainoihin liittyvat korkokattosopimukset. Tydssa keskitytddn Suomessa yleisesti kohde-
etuutena kaytettyyn 12 kk:n Euribor-korkoon. Talléin asuntolainan korko tarkistetaan vuoden vilein, ja se
pysyy kunkin vuoden ajan vakiona. Tallaisessa korkokattosopimuksessa kukin 12 kk:n jakso on suojattava
erilliselld optiolla (caplet), jossa kohde-etuutena on kyseisen jakson forward-korko.

Esimerkiksi 3 vuoden lainassa korkotaso tarkistetaan kaksi kertaa, vuoden ja kahden vuoden jalkeen
lainanottopaivasta. Jos lainalle otetaan korkokatto, sitd vastaavien optioiden kohde-etuudet ovat forward
(12 kk, 24 kk) ja forward (24 kk, 36 kk) - korot. Mikali korkotaso nousee vuoden tai kahden vuoden kuluttua
korkokaton toteutushinnan yli, optiot kompensoivat koron ja korkokaton vélisen erotuksen kustannukset.

Black-Scholes -malli on yleisessa kaytossa erilaisten optioiden hinnoittelussa. Vaikka malli toimii kohtalaisen
hyvin, se nojaa oletuksiin, jotka eivat vastaa todellisuutta. Black-Scholes (B-S) olettaa mm. ettd kohde-
etuuden hintamuutokset noudattavat geometrista Brownin liikettd, jossa volatiliteetti pysyy vakiona. Tasta
huolimatta B-S on kdytannodllinen optioiden hinnoittelussa, silld option maturiteetin ja toteutushinnan
pysyessa vakiona ainoa option hinnan maarittdva muuttuja on kohde-etuuden volatiliteetti. Siksi optioiden
hinnat ilmoitetaankin usein suoraan Black-Scholesin volatiliteettina, eli ns. implisiittisena volatiliteettina.

Blackin kaava on Black-Scholesin kaavasta johdettu kaava korko-optioiden hinnoittelemiseksi. Siina
implisiittinen volatiliteetti on vakio, eli se ei riipu toteutushinnasta ja maturiteetista. Todellisuudessa
implisiittinen  volatiliteetti vaihtelee toteutushinnan ja maturiteetin mukaan. Tama vaihtelu
havainnollistetaan ns. volatiliteettipinnan avulla, jossa implisiittinen volatiliteetti on kuvattu toteutushinnan
ja maturiteetin funktiona. Implisiittiselld volatiliteetilla tarkoitetaan sitd volatiliteetin arvoa, joka
sijoitettuna Blackin kaavaan antaa optiolle oikean hinnan. Sita kutsutaan implisiittiseksi volatiliteetiksi, silla
volatiliteetille ei saada Blackin kaavasta analyyttistd ratkaisua. Volatiliteettipinnan avulla pystytdan
hinnoittelemaan optiot oikein Blackin kaavalla. Nykyiset mallit volatiliteettipinnan rakentamiseksi pyrkivat
siten tuottamaan implisiittiset volatiliteetit sellaisessa muodossa, ettd niitd voidaan kayttda Blackin
kaavassa optioiden hinnoittelemiseksi.

Tehtdvanantona oli valita menetelmd korko-optioiden implisiittisen volatiliteetin mallintamiseen
kirjallisuuskatsauksen perusteella. Taman jalkeen malli tuli ohjelmoida ja kalibroida annetulla
markkinahintahistorialla. Mallin oli tarkoitus tuottaa volatiliteettipinta, jota voidaan vertailla markkinoilla
esiintyvista volatiliteeteista muodostettuun pintaan. Lisdksi mallimme tuli pystyd maarittdmaan pintaan
liittyva volatiliteetin volatiliteetti -parametri. Tydmme tavoitteena oli tuottaa valitsemastamme mallista ja
vaihtoehtoisista malleista volatiliteettipinnan mallintamiseen tiivis tietopaketti, jota asiakas voi kayttaa
paatdksenteon tukena tulevista projekteista paatettdessa.
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2 Korko-optioiden hinnoittelu Black-Scholesin kaavalla

Korko-optio toimii samalla periaatteella kuin eurooppalainen optio. Option toteutushinnalla K tuottama
hyoty maksuajanhetkella t,,.; riippuu korkotasosta Ry option maturiteettihetkelld t,, . Hyotya optiosta
saadaan vain, jos korkotaso ylittda option toteutushinnan. Hyoty ajanhetkella t,,; saadaan kaavasta

L = max(Ry — K, 0) (1)

Korko-optioiden hinta voidaan johtaa Black-Scholesin osittaisdifferentiaaliyhtalosta

of | of 10%f 2c2 _
at+asr5+205205 =rf, (2)

jossa kohde-etuuden hinta noudattaa geometrista Brownin liiketta aikahorisontin [0, t,, ] yli siten, etta
dS = uSdt + oSdz. (3)

Kaavassa 2 r on korko ja f(S,t) kohde-etuuden S hinnasta johdettu option hinta. Kaavassa 3 z kuvaa
standardia Wiener-prosessia. Kaavasta 2 voidaan johtaa hinta korko-optiolle, jolloin

V= P(O, tset)(F(tex: tset )N(dl) - KN(dZ)); (4)

jossa option maturiteetti on t,,, diskonttauskerroin option maksuajanhetken tg.; paahan on P (0, s ),
option vastaava forward-korko aikavilille t,,,ts; on F(t.,, ts: ), toteutushinta on K ja kumulatiivinen
standardinormaalijakauma on N. Kumulatiivisen standardinormaalijakauman parametrit d; ja d, saadaan
kaavoista

 I(F (tr e )/K)+30Btex

dy = (5)

OB/ tex

ja
dZ = dl - O-B\/ Lexs (6)

joissa koron volatiliteetti ajanhetkelld t,, on og (Hull 2003).

3 Kirjallisuuskatsaus korkojen dynamiikan mallinnukseen

Korko-optioiden hinnoittelemiseen kaytettdvien mallien kirjo on todella laaja. Olemassa olevien mallien
kehitystd ja uusien mallien rakentamista motivoi se, ettei markkinahintojen volatiliteetti pysy vakiona.
Tama luo haasteita pankkien riskienhallinnalle.

Mallien keskeisimpand parametrina on kohde-etuuden hinta, joka projektimme tapauksessa on Euribor
12kk. Muut parametrit liittyvat markkinoiden toimintaan ja ohjaavat koron suuntaa markkinaennusteiden
mukaisesti.

Useat malleista olettavat hintojen muutosten stokastisuuden. Talléin malleissa oletetaan kohde-etuuden
hinnan noudattavan Brownin liiketta jollakin estimoidulla parametrilla. Talld satunnaisella parametrilla
yritetddn selittdd koroissa tapahtuvat satunnaiset vertikaalipoikkeamat ajan funktiona. Toinen malleissa
esiintyva termi on niin sanottu drift-termi, joka kuvastaa koron trendia ajan funktiona.
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Black-Scholes -kaavasta voidaan ratkaista numeerisesti implisiittiset volatiliteetit. Kun naista implisiittisista
volatiliteeteista muodostetaan pinta, voidaan havaita ns. smile-efekti. Talla tarkoitetaan pinnan
kaareutumista siten ettda option suurilla ja pienillda toteutushinnoilla implisiittinen volatiliteetti kasvaa.
Pinnan smile-efektiin liittyy myds pinnan vinous eli skewness. Pinnan vinoutumisella tarkoitetaan
volatiliteetin kasvamista toteutushinnan kasvaessa tai pienentyessa. Smile - seka skew - efektin voi havaita
myds maturiteetin funktiona.

7

VOLATILITEETTI

4

TOTEUTUSHINTA

Kuva 1: Volatiliteetin smile-efekti toteutushinnan (strike price) funktiona

VOLATILITEETTI

TOTEUTUSHINTA

Kuva 2: Volatiliteetin skew-efekti toteutushinnan (strike price) funktiona

Volatiliteetti ei siis ole Black-Scholesin oletusten mukaisesti vakio, vaan vaihtelee maturiteetin ja
toteutushinnan funktiona. Kuvissa 1 ja 2 on esitetty volatiliteetin muutos toteutushinnan funktiona. Kayran
muoto riippuu tarkasteltavasta kohde-etuudesta. Joillakin markkinoilla havaitaan volatiliteetin kasvua seka
suurilla ettd pienilld toteutushinnoilla, kun taas toisilla markkinoilla volatiliteetti kasvaa vain pienilla
toteutushinnoilla.

Korko-optioiden volatiliteettipinnan smile-efektid parhaiten kuvaavia malleja yhdistavista tekijoista voidaan
tunnistaa kirjallisuuden perusteella mallien olettama hintojen muutosten stokastisuus, useamman kuin
yhden selittdjan (faktorin) kdyttd seka stokastisten faktorien vahva korrelaatio. Eri faktoreita voivat olla
esimerkiksi forward-korko, forward-koron volatiliteetti sekad volatiliteetin volatiliteetti. Seuraavissa
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kappaleissa on esitelty vyleisimpida kirjallisuudessa esiintyvia korko- sekd volatiliteettimalleja
perusmuodoissaan (Hull 2003).

3.1 SABR

SABR on lyhenne sanoista “stochastic alpha, beta, rhoo” ja yldkasite joukolle volatiliteettimalleja. SABR-
mallin etuja ovat muun muassa analyyttinen ratkaisu implisiittiselle volatiliteettipinnalle sekd parametrien
selked teoreettinen tulkinta.

Tavallisessa SABR-mallissa koron ja koron volatiliteetin oletetaan noudattavan stokastista
differentiaaliyhtalosysteemia

dF = aFFfaw, (7)
da = vadW,, (8)

jossa F on forward-korko, a koron volatiliteetti, v volatiliteetin volatiliteetti, § parametri, jolla kuvataan
oletusta forward-koron jakaumasta seka W;:t ovat Wiener-prosesseja. Ensimmadisestd yhtdlosta nahdaan,
ettd f = 0 vastaa oletusta koron normaalijakautuneisuudesta ja f = 1 oletusta koron jakauman
lognormaalisesta luonteesta. Lisaksi Wiener-prosessit korreloivat siten, etta

dWldWZ =p dt, (9)

jossa p on korrelaatiokerroin (Hagan 2002).
3.2 Vasicekin malli

Vasicekin malli kuuluu ns. tasapainomalleihin, jossa korkojen ajatellaan kehittyvdan kohti pitkaaikaista
normaalitasoa eli reversiotasoa (mean reversion level). Jos lyhyt korko on alle reversiotason, sen odotetaan
kehittyvan yl6spéin, ja jos se on yli reversiotason, sen odotetaan kehittyvan alaspain. Mallissa stokastinen
termi tuottaa koron tasoon shokkeja. liman sitd korko asettuisi pitkdaikaiselle normaalitasolleen. Yhden
faktorin Vasicekin malli kuvaa lyhyen koron kehitysta yhtalon 10 mukaisesti.

dr = a(b —r)dt + odz, (10)

jossa b kuvaa koron reversiotasoa, a kuvastaa nopeutta, jolla ldhestytddn tasoa b, o0 on lyhyen koron
hetkellinen volatiliteetti ja dz on Wiener-prosessi. Muuttamalla parametreja a ja b, malli saadaan
vastaamaan erimuotoisia korkokayria. Tarkein epakohta Vasicekin kaltaisessa tasapainomallissa on se, etta
mallin yksinkertaisuus asettaa rajoitteita korkokayrien muodoille. Lisdksi on periaatteessa mahdollista, etta
malli antaa lyhyelle korolle negatiivisia arvoja. Mallista onkin tehty paranneltuja versioita, esimerkiksi Black
Karasinskin tai Hull-Whiten mallit, jotka kuvastavat paremmin lyhyen koron dynamiikkaa (Hull 2003).

3.3 Ho-Lee -malli

Ho-Lee on ensimmadinen yhden faktorin arbitraasiton malli. Tama tarkoittaa sitd, ettd malliin saadaan
syotettyd eksaktisti minkdmuotoinen korkokdyra tahansa. Tasapainomalleissa (esim. Vasicek) puolestaan
voidaan vain asettaa parametrit siten, ettd mallin kuvaama korkokayra vastaisi mahdollisimman hyvin
todellista korkokayraa. Ho-Leen malli kuvaa lyhyen koron kehitysta yhtalén 11 mukaisesti.



Mat-2.4177 Operaatiotutkimuksen projektitydoseminaari Huuhilo, Joensuu, Luukkonen,
2.5.2010 Nuutinen, Viitasaari

dr = 6(t)dt + odz, (12)

jossa B(t) on funktio, joka kuvaa minkd suuntaista muutosta lyhyessd korossa r korkokdyrd ennustaa
ajanhetkelle t, on vakio, joka kuvaa hetkellista lyhyen koron volatiliteettia ja dz on Wiener-prosessi. Mallin
funktiolle 8(t) voidaan johtaa approksimaatio

josta nahdaan etta mallissa lyhyen koron hetkellisen muutoksen odotusarvo hetkelld t on suunnilleen sama
kuin nykyhetken korkok&dyrdn kulmakerroin maturiteetilla t. Ho-Leen mallissa 8 (t) ei riipu r:n arvosta, joten
prosessi voi pitkdllda aikavalilla poiketa alkuperdisen korkokdyran implikoimasta koron kehityksen
ennusteesta mielivaltaisesti (Hull 2003).

3.4 Hull-Whiten malli

Yhden faktorin Hull-White on erdanlainen parannus Vasicekin mallista, joka mahdollistaa eksaktin
korkokadyran sovittamisen malliin. Yhden faktorin malli voidaan esittda muodossa

dr = (8(t) — ar)dt + odz, (13)

jossa B(t) on korkokdyrdn ennustamaa korkojen muutosta kuvaava funktio, a on vakio joka kuvaa
nopeutta, jolla ennustettua lyhyen koron tasoa lahestytdan, g on lyhyen koron hetkellinen volatiliteetti ja
dz on Wiener-prosessi. Voidaan ajatella, ettd kyse on Vasicekin mallista, jossa vakio b eli koron pitkdn ajan
reversiotaso on asetettu ajasta riippuvaksi korkokdyrdn ennusteen mukaisesti. Toisaalta jos asetetaan
parametri a = 0, kysymyksessd on Hoo-Leen malli. Toisin sanoen, kun Ho-Leen mallissa lyhyt korko voi
poiketa pitkalla aikavalilla mielivaltaisesti korkokdyrdan ennustamasta tasosta, Hull-Whiten mallissa korko
pyrkii kehittymaan kohti korkokdyrdan ennustetta. Kuten Vasicek ja Ho-Lee, Hull-Whiten mallissa korko voi
periaatteessa kehittya negatiiviseksi, mika ei ole realistista (Hull 2003).

3.5 Black-Karasinski

Black-Karasinskin malli on muunnelma Hull-Whiten mallista, jossa korko r ei voi kehittya negatiiviseksi.
Malli voidaan esittdd muodossa

dinr = (6(t) — a(t) In(r))dt + o(t)dz, (14)

jossa koron logaritmi noudattaa samanlaista prosessia kuin itse korko Hull-Whiten mallissa. Black-
Karansinskissa valittu koron piste tulevaisuudessa noudattaa log-normaalijakaumaa, kun taas vylla
esitetyissa malleissa se on noudattanut normaalijakaumaa.

Huono puoli mallissa on se, ettd sitd on vaikeampi soveltaa kdytannossa, esimerkiksi joukkovelkakirjojen
arvostamiseen (Hull 2003).

3.6 Kahden faktorin Hull-White

Esitetyistd malleista on tehty lukuisia muunnoksia ja parannuksia, esimerkiksi lisdamalla vakioihin a, b tai o
aikariippuvuus tai liséamalla malleihin stokastisia termeja. Esitetdan seuraavaksi kahden faktorin Hull-
Whiten malli. Yhden faktorin Hull-Whitessa on vain yksi stokastinen termi odz, joka noudattaa Wiener-
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prosessia. Kahden faktorin mallilla tarkoitetaan sitd, ettda mallissa on mukana kaksi stokastista prosessia.
Malli voidaan kirjoittaa esimerkiksi muotoon:

df(r) = (6(t) + u — af (r))dt + aydz, (15)
jossa u saa alkuarvon 0 ja noudattaa stokastista prosessia
du = —budt+ 0'de2, (16)

Kuten yhden faktorin malleissa, funktio 8(t) valitaan siten, ettd Iyhyt korko pyrkii muuttumaan kohti
korkokayran ennustetta nopeudella a. Termin u merkitys tassa mallissa on se, ettd se aiheuttaa stokastisia
muutoksia reversiotasoon eli alkuperdisen korkokdyran mukaiseen ennusteeseen. Koska todellisuudessakin
korkokdyran muutokset ovat osittain stokastisia, kahden faktorin malli kuvaa paremmin lyhyen koron
dynamiikkaa kuin yhden faktorin malli (Hull 2003).

3.7 GARCH

GARCH-mallit eli vapaasti suomennettuna generoidut, autoregressiiviset, ehdolliset heteroskedastisuuden
olettavat mallit ovat volatiliteetin ennustamiseen kaytettdvia malleja, joissa option hintojen varianssi
kehittyy kohti reversiotasoa. Yleisimmin kaytetyssi GARCH(1,1)-mallissa varianssi o7 lasketaan pitkan
aikavalin keskimaaradisesta varianssista V;, aiemmasta volatiliteetista g,_; seka markkinoilla tapahtuvasta
paivittdisestd suhteellisesta hinnanmuutoksesta u,,_;. GARCH- mallille saadaan johdettua perusmuoto
ndista parametreista, jolloin varianssille patee

or=yV, + XL qut =0+ X aul (17)
missa
y+ 2t =1 (18)

Mallissa y kuvaa keskimaardisen varianssin painoa ja a; hinnanmuutoksen painoa. GARCH-malli on
dynaaminen eli ajan mukana muuttuva optioiden hinnoittelumalli, joka kayttdd parametreinaan vain
historiadataa eikd ota huomioon markkinoiden stokastisia ominaisuuksia. Tamad saattaa muodostua
ongelmaksi, mikali markkinoilla tapahtuu jotakin yllattavaa.

GARCH-mallien perhe on laaja. Kirjallisuudessa on useita mainintoja esimerkiksi EGARCH-mallista, joka
olettaa hinnan muutosten olevan eksponentiaalisia (Hull 2003).

3.8 Volatiliteettipinnan approksimointi polynomilla

Erityisesti lyhyen aikavalin ennusteiden laatimisessa on todettu toimivaksi implisiittisen volatiliteettipinnan
etsiminen markkinoilla havaituista optioiden hinnoista ratkaisemalla numeerisesti volatiliteettiparametrin
arvo Black-Scholesin -kaavasta jokaista (maturiteetti, strike) -paria kohti. Talléin siis |6ydetdan
volatiliteettipinta, joka tuottaa Black-Scholes -kaavalla laskettuna havaintodatan kanssa yhteensopivat,
markkinoilla toteutuneet optioiden hinnat.

Pintaa voidaan varsin  yksinkertaisin  menetelmin  approksimoida  esimerkiksi  seuraavalla
polynomimuotoisella funktiolla
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Jimp =a+ blK + szZ + b3K3 + ClT + C2T2, (19)

jossa K on strike ja T maturiteetti. Parametrien valinta voidaan toteuttaa pienimman neliosumman
menetelmalla.

Pinnan dynamiikan ennustaminen voidaan toteuttaa tutkimalla, miten parametrien a ja b; arvot muuttuvat
ajan kuluessa. Kaytannodssa malli voidaan sovittaa optioiden hintoihin eri historian ajanhetking, jolloin
parametrien arvot muodostavat kuusi aikasarjaa. Saatuja aikasarjoja voidaan sitten mallintaa esimerkiksi
ARMA-prosesseina, jos aikasarjoissa havaitaan selvda autokorrelaatiota (Ladokhin 2009).

4 Mallin valinta

Korko-optioiden hintojen volatiliteetin mallintamista varten valittiin kirjallisuuskatsauksen perusteella SABR
- eli Stochastic Alpha, Beta, Rho - malli. Valitsimme parhaiten tehtavdanantoa vastaavan mallin, joka

e kuvaa hyvin optioiden toteutuneiden hintojen volatiliteettia
e onimplementoitavissa kohtuullisella tyémaaralla

e on helposti lahestyttava

e on nopeasti kalibroitavissa

e tuottaa analyyttisen pinnan

e kuvaa smile-efektia

Tutkimusten perusteella malli kuvaa hyvin optioiden hintojen volatiliteetin smile-efektia ja on
implementoitavissa kohtuullisella tydmaaralla. Mallille on 16ydettavissa sarjamuotoinen approksimatiivinen
ratkaisu, minkd vuoksi mallin implementointi sekd kalibrointi annetulla markkinahistorialla ovat
toteuttamiskelpoisia projektin laajuudessa. Lisdaksi malli antaa suoraan volatiliteetin lisdksi volatiliteetin
volatiliteetiksi kutsutun parametrin, joka kuvaa parametrin a vaihtelua kullakin maturiteetilla ja strike-
hinnalla.

SABR-malli on suosittu optioiden hinnoittelussa sen nopean ja suoraviivaisen kalibroinnin vuoksi. Mallin
kalibrointiin on kuitenkin erilaisia lahestymistapoja, jotka voivat vaikuttaa merkittavasti mallin antaman
sovitteen selittdvyyteen. Erilaisista |dahestymistavoista on valittu toteutuneeseen markkinadataan
parhaimman sovitteen antava menetelmd. Menetelmad testataan ennustamalla markkinahistorian
perusteella hintojen toteutuneita volatiliteetteja, jolloin saamme tuloksia laajemmasta aikaikkunasta.

5 Datan analysointi

Mallin rakentamista varten kaytossa oli korkomarkkinadataa vuodelta 2009. Data sisalsi vuoden jokaiselle
paivalle vuotuiset Euribor 12kk -forward-korot 10 vuoteen asti, vuotuiset kupongittomat korkokayrat seka
Euribor 12 kk -korko-optioista koostuvien korkokattosopimusten eli capien flat-volatiliteetit strikeille 2 -9 %
ja maturiteeteille 2 - 9 vuotta.

Yksittdisen capin hinnoittelemisessa kaytetty flat-volatiliteetti oq,, vastaa sitd volatiliteettia, joka
hinnoittelee capin jokaisen capletin Black-Scholesin kaavalla 1 niin, etta caplettien yhteishinta vastaa capin
hintaa eli

CAP(0f1at )0y = Ziei CAPLET (Ofiqr ) (ii+1), (20)
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jossa capin maturiteetti on T. Caplettien hinnat saadaan capien hinnoista hajoittamalla capit (ns. caplet
stripping). Yksittdisen capletin hinta saadaan laskemalla hintojen erotus kahdelle capille, joilla on
vierekkaiset maturiteetit eli

CAPLET(T’T+1) = CAP(O,T—I—l) - CAP(O,T)' (21)

Capletin hintaa vastaava implisiittinen volatiliteetti saadaan laskettua numeerisesti kaavasta 4, kun
tiedetdaan option maturiteetti, strike, option hinta, optiota vastaava kohde-etuus eli option
maturiteettihetkelld alkava forward-korko ja riskiton korko maksuhetkeen asti.

6 Mallin rakentaminen

6.1 Stochastic Alpha, Beta, Rho

Vakio volatiliteetin aiheuttama virhe korko-optioiden dynamiikan mallintamisessa johtaa kahden selittavan
tekijan  huomioimiseen  markkinoiden  selittdjanda. = SABR-mallissa  selittdvien  stokastisten
differentiaaliyhtadléiden oletetaan noudattavan standardia Brownin liiketta yhtaldiden 22 ja 23 mukaisesti,

dF = aFPdwy, F(O)=F (22)
da = vadWw,, @(0) = a. (23)

Yhtalossd 22 F kuvaa kohde-etuuden forward-hintaa eli tassa tapauksessa forward-korkoa. Volatiliteetin @
muutoksen oletetaan olevan stokastinen prosessi. Parametria v kutsutaan volatiliteetin volatiliteetiksi.
kuvaa oletusta markkinoiden toiminnasta. Standardiin Brownin liikkeeseen perustuvien Wiener-prosessien
dW; ja dW, valille oletetaan korrelaatio p siten, etta

SABR-mallissa implisiittinen volatiliteetti maaritetdaan markkinadatasta Black-Scholes -mallin avulla. Blackin
mallin mukaan eurooppalaisen option hinnalle saadaan osto-option tapauksessa

Vcall = D(tset)[FN(dl) - KN(dZ)] (25)
ja myynti-option tapauksessa
Vput = Vcall + D(tset)[K - F]; (26)

missa normaalijakauman N (d;) parametrit d; ja d, saadaan kaavoista 5 ja 6. Kaavoissa 5 ja 6 esiintyva t,,
on option toteutumisajankohta ja oy implisiittinen volatiliteetti eli toisin sanoen Black-Scholes -
volatiliteetti.

Kaavoissa 25 ja 26 esiintyva D(t,. ) on diskonttaustekijia option maksuajankohdan t,,, funktiona. SABR-
mallin antamalle implisiittiselle volatiliteetille saadaan johdettua kaavan 27 mukainen, sarjamuotoinen
ratkaisu.
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o5 (K, F) = —— « (==
’ #0712 e (S 2 () - )

(27)

(1-p)%a? | pavp | 2-3p? 2) )
: 1+< Loy wB L2532 )y ).
< IO T ey 2 e

Kaavassa 27 volatiliteetin volatiliteetin suhdetta volatiliteettiin forward-korolla f kuvataan parametrilla
v ﬂ f
§=2(K) 2 (%) (28)

Lisdksi suhteelle ¢ ja korrelaatiolle p saadaan riippuvuus

x(&) = In (—V“Z”if‘p” ) (29)

Kaavassa 27 esitettyyn sarjamuotoiseen ratkaisuun on kirjoitettu kaksi ensimmaista termia. Ratkaisu
tarkentuu t:n ldhestyessa nollaa. Kaavasta 27 ndhdaan, ettd @:lla on yhteys at-the-money -volatiliteettiin.
Kun ollaan ns. at-the-money eli K = F, saadaan kaavalle 27 muoto

(1-p)2% a2  1pBva_ | 2—3;)202
24 p2=2B "apl-B " 24 ex
F1-F

Oatm (F, F) = a( ( (30)

Kun kaavassa 27 asetetaan parametrin [ arvoksi joko O ja 1, saadaan kaksi erikoistapausta. Tapauksessa
B = 0 kohde-etuuden hinta palautuu stokastisesti normaalijakautuneeksi ja tapauksessa § =1 log-
normaalijakautuneeksi. Naista erikoistapauksia tarkastellaan lisda kappaleessa 7.3.

Kun kaavan 27 mukainen implisiittisen volatiliteetin ratkaisu sijoitetaan uudelleen Black-Scholes:n kaavaan,
saadaan korko-optioille mallin oletusten mukaiset hinnat. Kappaleessa 6.2 esitetddan mallin implementointi.

Mallin johtaminen markkinoiden oletusten pohjalta on matemaattisesti erittdin haastavaa ja vaatii
erityisesti martingaaliteorian syvéllistd ymmartamistd. Edelld on kuvattu mallin dynamiikkaa sen
implementoinnin edellyttdmassa laajuudessa. Mallin parametreja sekd kayttdaytymista eri parametrien
arvoilla on tulkittu saatujen tulosten pohjalta kappaleessa 7.3.

Mallin kehittivat Patrick Hagan, Deep Kumar, Andrew Lesniewski sekd Diana Woodward ja se esiteltiin
ensimmaisen kerran julkaisussa “Managing Smile Risk” vuonna 2002. Julkaisussa on esitetty perusteet
mallin oletuksille, ja se sisaltaa kattavan tutkielman ns. volatiliteettihymyn dynamiikasta (Hagan 2002).

6.2 Mallin implementointi

Ohjelmoimme staattisen SABR-mallin mukaisen toteutuksen Matlabilla (Hagan 2002). Lisdksi ohjelmoimme
algoritmin, joka muodostaa SABR:n parhaan mahdollisen sovitteen havaittuihin markkinahintoihin PNS-
menetelmaa kdyttden (Ladokhin 2009). Ohjelmoimme my0s raportissa esiintyvien graafien ja tausta-
analyysien tuottamista varten useamman erillisen funktion, jotka integroituvat SABR:n Matlab-
toteutukseen. Mallimme toimii ainoastaan uusimmassa Matlabin versiossa 2009b, jossa Optimization
Toolboxin fmincon-funktion interior point method on uudistettu.

10
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Toteutuksemme mahdollistaa SABR:n parametrien kalibroinnin mielivaltaisille havaintoajanjaksoille. Tassa
tyossa kalibroimme parametrit havaintojakson (vuosi 2009) jokaiselle paivalle erikseen, jolloin pystyimme
tarkastelemaan parametrien kehitysta ajassa.

Teimme kalibroinnin kiinnittdmalld f:n haluttuun arvoon. Arvon valinta kuvasi nakemystdmme koron
hintadynamiikasta. §:n voi my®ds maarittda historiallisista havainnoista F:n ja 04, :n parien log log -
kuvaajasta (Hagan 2002), mutta arvelimme tdhéan liittyvan epdvarmuuksia kayttdmamme datan lyhyen
ajanjakson vuoksi. Teimme sovituksen pitamalla parametrit p, v ja @ vapaina muuttujina. Parempi tapa olisi
pitdd p ja v vapaina muuttujina ja asettaa a havaintoaineistosta 16ytyvien "at the money” -havaintojen
perusteella. Datassamme ei kuitenkaan ole riittavasti "at the money” -havaintoja, joten on perusteltua
kayttaa valitsemaamme optimointitapaa. At-the-money havaintoja voitaisiin arvioida, mutta se olisi
spekulatiivista.

Datan analysoinnissa erityisesti implisiittisen volatiliteetin numeerinen ratkaiseminen stripatuista caplettien
hinnoista (raskas operaatio blsimpv() -funktiolla) osoitti Matlabin tarpeellisuuden verrattuna esim. Exceliin.
Matlabin toiminnallisuus ja laskentatehokkuus tulivat useasti kdyttoon projektin aikana. Nykyisessa
laajuudessaan tydmme olisi ollut mahdoton urakka esimerkiksi Excelin Visual Basicilla mallinnettuna.

6.3 Mallin kalibrointi

Mallin parametrit kalibroitiin kdyttamalla korkomarkkinoilla hinnoiteltujen caplettien volatiliteetteja.
Parhaan SABR-mallin tuottaman sovitteen saamiseksi muutettiin mallin parametreja a, v ja p, kun S oli
asetettu vakioksi. Talloin saatiin minimoitua jokaisella maturiteetti-strike -parilla toteutuneiden
volatiteettien ja SABR-mallin antamien volatiteettien erotusten nelididen summa eli

. 2
min Y124 Z;:l(o-toteutunut i —0B) (30)

Pienin nelidsumma saatiin kdyttamalla sisdpistemenetelmas, joka ratkaisee epalineaarisen tehtavan yhtalo-
ja epayhtéalorajoitusehtojen kanssa. Matlabissa sisapistemenetelmaa kayttaa fmincon-funktio.

7 Tulokset

SABR-mallin  toimintaa tarkasteltiin vertaamalla sen antamilla parametreilla muodostettua
volatiliteettipinnan sovitetta toteutuneeseen volatiliteettipintaan. Mallin toimivuutta validoitiin
tarkastelemalla saadun volatiliteettipinnan implikoimien korko-optioiden hintoja ja vertaamalla niita
toteutuneisiin hintoihin. Mallin parametrien kelpoisuutta tarkasteltiin tutkimalla niiden muutosta ajan
funktiona ja niiden vaikutusta mallin antaman pinnan muotoon.

7.1 Volatiliteettipinta

Kaytossa olleeseen dataan kalibroitiin jokaiselle paivalle erikseen SABR-mallin parametrit, joilla voitiin
muodostaa volatiliteettipinta maturiteetin ja striken funktiona. Kuvassa 3 on esitettynd 30.12.2009
toteutunut volatiliteettipinta, jota verrattiin mallin samalle paivélle antamaan pintaan, joka on esitettyna
kuvassa 4.

11
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Toteutunut volatiliteettipinta SABR-voIatiIiteenipima

Yolatiliteetti

Maturiteetti Strike Maturitaetti Strike

Kuvat 3 ja 4: Toteutunut ja SABR:n antama volatiliteettipinta 30.12.2009

Toteutuneen ja SABR-mallin antaman volatiliteettipinnan valinen virhe on esitettyna kuvassa 5, josta
nahdaan, ettd SABR:n antama volatiliteetti on liian pientd lyhyiden maturiteettien pienilla strikeilla ja
oletettavasti lilan suurta pitkien maturiteettien pienilla strikeilla. Virhe johtuu datan puuttumisesta

kyseisella alueella.

Qi g

Implisiittinen volatiliteetti

Strike

Maturiteetti

Kuva 5: SABR:n antaman volatiliteettipinnan virhe verrattuna toteutuneeseen volatiliteettipintaan
30.12.2009

SABR-mallilla voidaan muodostaa capletin volatiliteetti milla tahansa striken arvolla, jolloin saadaan kuvan 6
mukainen pinta, joka on kuvan 4 pintaan verrattuna sileampi.

12
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Kuva 6: SABR-mallin antama volatiliteettipinta tiheammilla striken arvoilla

7.2 Korko-optioiden hinnoittelu volatiliteettipinnalla

Mallin toimivuutta tutkittiin vertaamalla mallin antamien volatiliteettien tuottamia korko-optioiden hintoja
toteutuneisiin hintoihin. Hinnat on ilmoitettu osuutena kohde-etuuden hinnasta. Kuvassa 7 on esitettyna
toteutuneet korko-optioiden hinnat ja kuvassa 8 SABR-mallilla saadut hinnat 30.12.2009.

Toteutunut hintapinta

Hinta
Hinta

Strike

1 10 Strike
Maturiteetti Maturiteetti

Kuvat 7 ja 8: Toteutuneet ja SABR:n antamat korko-optioiden hinnat maturiteetin ja striken funktiona
30.12.2009
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Kuvassa 9 on esitettyna SABR-mallin antamien hintojen virhe verrattuna toteutuneisiin hintoihin
30.12.2009. Kuvasta huomataan, ettd SABR-malli ylihinnoittelee capletit, joiden viereisiltd maturiteeteilta ja
strikeilta ei ole kaytdssa markkinadataa. Sovitteen tuottama virhe on kuitenkin pienta alueella, johon
SABR:n volatiliteettipinta on sovitettu.

Yirhe hinnassa

Hinta prosentteina

Maturiteetti

Kuva 9: Toteutuneen ja SABR:n antaman korko-optioiden viliset hintaerot 30.12.2009

Kuva 10 esittdd mallin ennustamisvirhetta viipeen funktiona. Esimerkiksi viipeelld 1 tarkoitetaan pdivan
30.12. havaittujen implisiittisten volatiliteettien ennustamista pdivan 29.12. parametreilla. Ennustamisvirhe
on laskettu neliGsummana koko volatiliteettipinnan yli.

x10°

Ennustamisvirhe viipeen funktiona
e
T

1
o 50 100 150
Viive

1 |
200 250 300

Kuva 10: Implisiittisen volatiliteetin ennustamisvirhe viipeen funktiona
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Kuva 11 esittdaa capletin hinnan virheen havaintoa kohti ennustamisviipeen funktiona. Esimerkiksi hinnan
keskimaarainen nelidvirhe viipeelld 1 on saatu ennustamalla pdivan 30.12. capletien hintoja padivan 29.12.
parametreilla.

0.025

0.015

Hinnan nelidvirhe havaintoa kohti

001 —

0.005 L L L
0 50 100 150 200 250 300

Viive paivina

Kuva 11: Option hinnan keskimaarainen virhe havaintoarvoa kohti
7.3 Parametrien tarkastelu ja kehitys ajan suhteen

SABR-mallin muodostama volatiliteettipinta sovitettiin jokaiselle pdivalle erikseen, jolloin saatiin parhaiten
kyseistd pdivaa vastaavat parametrit. f-parametrille voidaan kdyttda arvoja nollan ja yhden valilta. Arvo
nolla viittaa koron normaalijakautuneisuuteen ja yksi viittaa koron lognormaaliseen jakaumaan. Kuvassa 10
on esitettynd parametrien paivittdinen kehitys vuonna 2009, kun -parametri on asetettu arvoon 0,9.
Kyseinen arvo kuvastaa oletuksiamme koron dynamiikasta, silla oletamme koron liikkeiden olevan ldhes
lognormaalisia.

Aikasarjat kalibroiduista parametreista

25 T T T T T
—Rho
5 MNu
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16 o | 'I =
.
M
1 L -
05F Kk -
P Aol aftrt Al b e Y
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05+ -

W_,.Mﬂw»ﬁ—ﬂ—w—h—'—hmu—mﬂ’b—-
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0 50 100 1580 200 250 300

Aika paivina

Kuva 12: Parametrien kehitys ajassa, kun § = 0,9. Kalibrointi on toteutettu volatiliteeteilla.
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Emme estimoineet erikseen S:lle arvoa datasta, vaan piirsimme sen sijaan parametrien p, v ja a kiinteadlla
B:n arvolla. Vertailun vuoksi kuvassa 11 on piirretty parametrien p, v ja a kehitys ajassa betan arvolla 0,4.

Aikasarjat kalibroiduista parametreista
3 T T T T T

—Rho
25¢ M\ : .% adl
W.N’W\/ﬂ (mﬁl L,g’w i — Alpha

15F B

=

| ] 1] i
ol Ay ol R '

0r 4

05F -

H| | A || ATl

#q 1 1 1 1 1
] 50 100 150 200 250 300

Aika paivina

Kuva 13: Parametrien kehitys ajassa, kun § = 0,4

Kuten kuvasta 11 ndhdaan, parametrien kehitysta kuvaavista kayrista ei talldin tule jatkuvia. Tdma johtuu
siitd, ettd mallin sovittamiseen kaytetty PNS-algoritmimme ei tallin 16ydd parametreille aina ratkaisua.
Kuvista myds huomataan, ettd kun f:n arvo on pienempi, muiden parametrien varianssit kasvavat.

Kuvasta 12 nahdadan kuinka volatiliteetin volatiliteetin kehitystd voidaan selittdda koron muutoksilla.
Tarkasteltavan ajanjakson, vuoden 2009, alussa tapahtuva koron jyrkkad lasku osuu samaan aikaan
volatiliteetin volatiliteetin poikkeaman kanssa. Noin pdivan 110 kohdalla tapahtuva heilahdus volatiliteetin
volatiliteetissa sopii hyvin yhteen koron nopean vaihtelun kanssa.
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Euribor 12kk ja volatiliteetin volatiliteetti
3 T T T T T 3

Euribor 12kk
Yolatiliteetin volatiliteetti
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Kuva 14: Euribor 12kk koron ja volatiliteetin volatiliteetin kehitys
Parametreille saatiin estimoitua £ arvolla 0,9 keskimaaraiset arvotp = —0,8,v = 1,8, a = 0,4.

Kirjallisuuskatsauksen perusteella a ja v ovat samaa suuruusluokkaa kirjallisuudessa kaytettyjen arvojen
kanssa (Benhamou 2007). Benhamou kdyttdd seuraavia arvoja kohde-etuutena olevalle LIBOR-korolle:
=07, p=-05, v=02 ja a€[011,0,3] . Estimoimamme parametrien arvot ovat samaa
suuruusluokkaa kirjallisuudesta |60ydettyjen parametrien arvojen kanssa, vaikkakin meilld v on suurempi.

Aikasarjat kalibroiduista parametreista
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Kuva 15: Parametrien kehitys ajassa, kun § = 0,9. Kalibrointi on toteutettu hinnoilla.
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Kuvassa 15 on esitetty vield parametrien kehitys ajassa, kun § = 0,9 ja kalibrointi on toteutettu hintojen
mukaan. Vertaamalla kuvia 12 ja 15 voidaan havaita, etta parametrit saavat seka volatiliteettien etta
hintojen mukaan kalibroituna samat arvot. Parametrien kehitys ajassa on tasaisempaa, kun kalibrointi on
tehty hintojen mukaan.

7.4 Parametrien vaikutus volatiliteettipintaan

Teimme herkkyysanalyysia ndahddaksemme, kuinka parametrien arvot vaikuttavat volatiliteettipinnan
muotoon. Analyysissa muutettiin jokaista parametria erikseen volatiliteettipinnalla, jonka alkuperaiset
arvot olivata = 0,4, = 0,9,p =—-0,8jav = 1,8. a-parametria muutettiin valillda 0 — 0,4, jolloin
saatiin kuvien 15 - 18 mukaiset pinnat. Kuvasta 13 nahdaan, ettd a:n pienentyessa volatiliteettipinta laskee
ja kaantyy hieman.

o
w
/

Alf'e_l.piem:aﬁééﬂriuoleh
“Usuunnasgsa, jolloin:
pinta likkuu alaspain.”

o
[a]
!

o
(N}
;

Implisiittinen v olatiliteetti
o
=N
I

Maturiteetti oo Strike

Kuva 15: a-parametrin vaikutus volatiliteettipinnan tasoon

B -parametria muutettiin valilla 0 — 1, jolloin saatiin kuvan 16 mukaiset volatiliteettipinnat, joista
huomataan selvasti parametrin vaikutus vinouteen maturiteetin funktiona.
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Kuva 16: B-parametrin vaikutus volatiliteettipinnan skewin muotoon

v-parametria muutettiin valillda 0,1 — 1,9, jolloin saatiin kuvan 17 mukaiset volatiliteettipinnat. Pinnoista

huomataan kuinka volatiliteetin kasvaessa muodostuu vinous niin toteutushinnan kuin maturiteetin

funktiona.

Implisiittinen volatiliteetti
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Maturiteetti 0 0 Strike

Kuva 17: v-parametrin vaikutus volatiliteettipinnan muotoon

p -parametria muutettiin valilla —0,9- 0,9 , jolloin huomataan parametrin voimakas vaikutus

toteutushinnan vinoumaan, mika on ndhtéavissa kuvassa 16.
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Kuva 18: p-parametrin vaikutus volatiliteettipinnan skewin muotoon

Herkkyysanalyysista saatiin samanlaiset tulokset parametrien vaikutuksesta volatiliteettipintaan kuin
yleisesti kirjallisuudessa on havaittu (Hagan, 2002). Parametreilla 5 ja p on voimakas vaikutus pinnan
vinouteen. Parametri a vaikuttaa pinnan korkeuteen ja parametri v voimistaa smile-efektia.

20



Mat-2.4177 Operaatiotutkimuksen projektitydoseminaari Huuhilo, Joensuu, Luukkonen,
2.5.2010 Nuutinen, Viitasaari

8 Mallin jatkokehitys

Tuloksista huomataan, ettd SABR-mallilla lasketut volatiliteetit vastaavat hyvin markkinoilla havaittuja
volatiliteetteja. SABR-malli kannattaa nadin ollen ottaa huomioon mydéhemmissd tutkimuksissa. Tama
tutkimus rajoittuu kuitenkin pieneen aikaikkunaan, minka johdosta jatkotutkimuksia on syytd tehda.
Kappaleessa 8.1 esitellaan muutamia lahtokohtia jatkotutkimuksille seka mallin parantamiselle. Kappale 8.2
esittelee delta ja vega - riskeja sekd antaa tulkinnan volatiliteetin volatiliteetille v. Delta ja vega - riskien
tulkinta havainnollistaa parametrien keskindista riippuvuutta ja antaa tyokaluja riskienhallinnan tueksi
SABR-mallia kdytettdessa.

8.1 SABR-malli

Pinnasta saataisiin parempi muun muassa etsimalla markkinadataan puuttuvat pisteet pienilla strike-
hinnoilla ja suurilla maturiteeteilla. Talldin pinnan muodosta ja smile-efektista tulee vahemman kulmikas ja
estimoimamme pinta pystyy paremmin kuvaamaan oikeita volatiliteetin arvoja erityisesti alueella, josta
talla hetkelld puuttuvat havaintoarvot. Talléin myds estimoimamme parametrit p, v ja @ kuvaavat
paremmin markkinoilla havaittuja arvoja, jolloin niiden merkitystd ja muuttumista ajassa voidaan arvioida
paremmin perustein.

Lisdksi mallin teoreettista selityskykya voidaan parantaa antamalla volatiliteetin volatiliteetin v kehittya
ajassa, kuten olemme demonstroineet kuvissa 12 ja 13. Tassa projektityossa esittelemamme SABR-malli on
pohjimmiltaan staattinen, mutta on erikseen olemassa dynaaminen SABR-malli, jonka ominaisuuksiin
kuuluu volatiliteetin volatiliteetin v kehittyminen maturiteetin funktiona. Tahdan dynaamiseen SABR-malliin
kannattaa tutustua jatkossa, silld sen avulla voidaan saada vielakin parempia tuloksia.

SABR-malli ei itsessdan sisalla pitkaaikaiseen normaalitasoon kehittyvda trendida (mean reversion).
Tuloksemme eivat myodskaan ota kantaa SABR:n ennustamiskykyyn pitkissd aikaikkunoissa. SABR-mallin
voisi kalibroida pitkdn aikavalin markkinahistorialla, painottaen havaintoja havaintoajankohdan mukaan,
jolloin  malli huomioi myds pitkdn aikavalin suhdanteet. Tallainen menetelma on esimerkiksi
havaintoarvojen eksponentiaalinen painottaminen ajan funktiona. Painotuksen merkitystd tuloksiin
kannattaisi tutkia jatkossa, silla pitkdn aikavalin suhdannekehityksen huomioiminen yhdistettyna smile-
efektin kuvaamiskykyyn, SABR-malli voisi olla erittdin varteenotettava vaihtoehto korko-optioiden
todellisten markkinahintojen laskemiseen.

8.2 A-ja A-riskit SABR-mallissa

Tama kappale kasittelee SABR-mallin kayttd6a delta- ja vega-riskien arvioinnissa. Delta ja vega - riskit
kuvaavat option hinnan herkkyyttd a-parametrin ja forward-koron vaihteluille. Option arvo IV on SABR-
mallissa funktio kohde-etuudesta f, toteutushinnasta K, implisiittisesta volatiliteetista ¢ ja maturiteetista T

V=B(, K, oK ,f,a,T), T), (31)

jossa B tarkoittaa Blackin kaavaa eurooppalaisen osto-option hinnoittelemiseksi. Tutkitaan seuraavissa
kappaleissa, miten herkkd option arvo on muutoksille kohde-etuuden arvossa ja SABR-parametrin a
arvossa. Tarkastellaan aluksi option hinnan herkkyytta forward-koron suhteen laskemalla osittaisderivaatta

av e e
P Ketjusdaantoa kayttamalla saadaan
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6B 60
a0 6f

v

=2 [BU.K, oK £,0,T),T)] =

(32)

Koska « ja f ovat korreloituneita kaavan 9 mukaisesti, f:n muuttuessa myos a muuttuu keskimaarin
korrelaatiokertoimen p mukaisesti. Kaavat 7, 8 ja 9 voidaan kirjoittaa toisessa muodossa

dF
dF = 0{F'Bdwl S a= m (33)

da = va(de1 + 41— pZdWZ) = pva * dW; + va,/1 — p? xdW,
=S dF +vay/1 - p? x dW,. (34)

Tarkastellaan nyt uudelleen yht&l6a 32. Koska a riippuu forward-korosta f kaavan 34 mukaisesti, yhtal6 32
saadaan muotoon

oV _0B 0Bdo 0B 63(60+606a)
of of Tacar of " ao\af oadf

2 4,98 (31, 90 ) (35)

= o of | oa FF

jossa terml = on korvattu termllla —-. Tama voidaan hyvéaksya relaation 34 perusteella: kun dW, = 0 eli

of
w, pysyy vakiona, niin dlfferentlaallnen muutos dF kohde-etuuden F arvossa aikaansaa muutoksen
oo PV
da = dF = o = PP a:n arvossa.

Edelleen saadaan approksimatiivinen relaatio option hinnan herkkyydelle forward-koron muutosten

suhteen
99 9o pv
av = [+ 5 (5 + 5 7)) o7, (36)
jossa siis terml — + ( 00 4 %0 pv) on option delta. Tutkitaan sitten option arvon herkkyytta
of of ' oa FF

implisiittisen voIatlllteetln o suhteen. Osittaisderivoimalla kaava 31 a:n suhteen saadaan

v _ 9B _3Bds _ 0B (dc | 30 Of
da  da 90 da  do ( af 6a)' (37)
B
jossa % voidaan korvata termilla % (Hagan et al. 2006.). Siten kaavasta 37 saadaan
v _ 98 (9 do pFF
da  do ( af v ) (38)
Talloin option hinnan herkkyys parametrin a suhteen voidaan esittda muodossa
60 pFﬁ
av=[Z (%4 e 22)] e (39)
. . 0B (0o | dg pFh
jossa termi . (aa m ) on option vega (Hagan et al. 2006).
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9 Yhteenveto

Tyon tavoitteena oli luoda asiakkaallemme valitsemallamme volatiliteettipinnan konstruointimallilla
referenssipinta  vertailtavaksi heiddn korko-optioiden hinnoitteluun kdyttdamadansa valmiiseen
volatiliteettipintaan. Tama rakentamamme pinta oli tarkoitus kalibroida annetulla korko-optioiden
markkinahintahistorialla. Lisaksi volatiliteetin volatiliteetti haluttiin maarittaa pankin riskienhallinnan
tarpeisiin. Kirjallisuuskatsauksen ja mallin implementoinnin keskeiset tulokset tuli koota raporttiin tiiviiseen
muotoon, jotta asiakas pystyy nopeasti ymmartdmaan ja ottamaan kayttoon valitsemamme mallin omassa
riskienhallinnassaan.

Teimme laajan kirjallisuuskatsauksen korkokayran dynamiikkaa kuvaavien mallien maailmaan, joita
soveltamalla pystyisimme rakentamaan mallin mukaisen korko-option volatiliteettipinnan. Ndistda malleista
tehtdvanannon vaatimuksia parhaiten vastaavaksi malliksi nousi SABR-malli, jonka etuihin lukeutuivat
volatiliteettipinnan analyyttinen ratkaisu, volatiliteetin volatiliteetin oleminen osa ratkaisua, smile-efektin
kuvaaminen ja markkinadataan perustuvan kalibroinnin suoraviivainen implementointi.

Implementoimme SABR-mallin  Matlabilla kirjallisuuskatsauksen lahteisiin perustuen ja tarkistimme
koodimme toimivuuden soveltamalla sita |6ytamiimme esimerkkitapauksiin.

Seuraavaksi valitsemamme malli tuli kalibroida asiakkaaltamme saamamme korko-optioiden hintoja
kuvaavan markkinadatan perusteella. Korko-optiot tuli purkaa malliamme varten capleteiksi. Pdatimme
tehda kalibroinnin kullekin paivélle erikseen, jotta voisimme tarkastella parametrien kehitysta ajan suhteen
sekad arvioida parametrien arvojen jarkevyyttd. Kaytimme mallin sovittamiseen kullekin pdaivédlle PNS-
menetelmaa, jossa muutimme parametrien arvoja vapaasti minimoiden mallimme antamien volatiliteettien
virheiden neliosummaa kullakin paivalla erikseen.

Tulosten tarkasteluvaiheessa huomasimme mallin kuvaavan smile-efektin asiakkaan haluamalla tavalla,
kuten teoria-osuuden perusteella oli syytd odottaa. Verratessamme mallimme muodostamaa
volatiliteettipintaa asiakkaan hinnoittelussa kdyttamaan pintaan huomasimme, ettd mallimme kuvasi hyvin
vertailupintaa niiltd osin, joilta meilld oli markkinadataa olemassa. Korkokattoja myydaan kuitenkin vain
hyvin rajallisella strike-hintojen ja maturiteettien yhdistelmilld, joka johtaa mallimme huonoon
selityskykyyn siind alueessa, josta meilld ei ole markkinadataa saatavilla. Verratessamme markkinadatasta
madrittdmiamme parametreja p, v ja a kirjallisuuskatsauksessamme |6ytdmiimme muiden mallin
soveltajien maarittamiin lukuihin havaitsimme arvojen olevan oikeassa suuruusluokassa.

SABR-malli sopii mielestimme erittdin hyvin korko-optioiden volatiliteettipinnan rakentamiseen. Silla
pystytddn muodostamaan tasainen ja jatkuva analyyttinen pinta hyvin laskentatehokkaasti sovittamalla
havaittuihin markkinahintoihin. Kuitenkin sen antama volatiliteettipinta tulee ottaa yhtena ratkaisuna
muiden joukossa. Mallimme muodostaa havaittuun markkinadataan mahdollisimman hyvin sopivan
sovitteen, joten se ei millaan tavalla pyrikddan muodostamaan markkinahinnoista riippumatonta nakemysta
korko-optioiden hinnoista. Hyvan arvion muodostamiseen korko-option oikeasta hinnasta tulisi kayttaa
useiden hinnoittelumenetelmien yhdistelmas, johon lukeutuisi markkinaperusteisten
hinnoittelumenetelmien lisaksi korko-optioiden markkinahinnoista riippumattomia hinnoittelumenetelmis,
jotka perustuisivat esimerkiksi oletuksiin perustana olevan koron hintadynamiikasta.

Muodostamamme SABR-malli soveltuu hyvin pankin riskienhallinnan tyékaluksi muun muassa sen vuoksi,
etta muodostamalla SABR:n sovite havaittuihin markkina-arvoihin saamme arviot parametreille p, v ja .
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Naita parametreja analysoimalla ja simuloimalla parametrien kehitystda tulevaisuudessa pankin
riskienhallinta voi saada hyddyllista tietoa korko-optioiden mahdollisesta hinta-kehityksestd seka niihin
liittyvista riskeista.

Onnistuimme tyossamme tayttdmaan tehtdvanannon kriteerit ja tuottamaan asiakkaallemme tiiviin
tietopaketin SABR:n kaytosta volatiliteettipinnan rakentamisessa. Taman ansiosta asiakkaamme pystyy
lyhyessa ajassa arvioimaan SABR:n mahdollisuudet ja rajoitukset omassa toiminnassaan saaden tukea
tulevaisuuden kehitysprojektien hyotyjen maarittamiseen.
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Liitteet

Arvio projektin toteutuksesta

Ryhmadn toiminta

Kirjallisuuskatsauksen aikana pidimme ryhmapalavereja, joissa pyrimme yhdessd muodostamaan kuvan
ongelmastamme. Sen jdlkeen kun kaikki olivat ymmartaneet tehtdvanannon ja valitsemamme
|ahestymistavan, jaoimme tyotehtdvat ja kaikki tutustuivat omalta osaltaan mahdollisiin implisiittisen
volatiliteettipinnan mallinnusmenetelmiin. Taman jalkeen esittelimme mallit toisillemme, jolloin kaikille
piirtyi hyva kuva volatiliteettipinnan mallinnukseen liittyvdn tieteen kentdstd. Kyseinen esimerkki kuvaa
hyvin ryhmdamme mentaliteettia koko projektitydn osalta — yksi toimi ladun avaajana ja muut tulivat
perasta. Nain kaikille tuli kokonaisvaltainen kasitys projektityon aiheesta.

Riskien hallinta

Tyohomme sisaltyi koko projektin eldamadnkaaren ajan suuria riskejd johtuen tehtdvanannon
haastavuudesta, mahdollisten mallien paljoudesta ja tyétehtdavien moninaisuudesta. Riskien toteutuminen
naihin seikkoihin liittyen olisi voinut aiheuttaa jaamisen jalkeen projektin aikataulusta, mutta osasimme
valttdd tdman lisdaamalld samassa suhteessa oman tyopanoksemme maaraa. Suhteutettuna projektin
laajuuteen pystyimme pitamaan riskit hyvin hallussa ja pysyimme hienosti aikataulussa.

Todellinen tyomaara

Toteutunut tyomaarda nousi aiheen haastavuuden vuoksi ennakoitua suuremmaksi. Erityisesti
kirjallisuuskatsaus, saadun datan tydstdminen mallimme vaatimaan muotoon sekd SABR:n Matlab-
mallinnus veivat paljon aikaa. Toisaalta mallintaminen oli erittdin mielenkiintoista tyota, josta kdteen jai
runsaasti optioihin ja mallintamiseen liittyvaa tietoutta. Projektityd teetti paljon tyotd, jonka tekeminen
kuitenkin oli hyvin palkitsevaa.

Onnistumiset ja epaonnistumiset

Hyva kommunikaatio ryhman sisalld edesauttoi kunkin vaiheen edistymistd ja lisdsi koko ryhman
ymmarrystd. Suurimmat onnistumisemme liittyivat edistymiseen datan analysoinnissa sekd mallin
implementoinnissa. Datan analysoinnin osoittauduttua projektin pullonkaulaksi, oli tirkeda ettd kaikki
tyoskentelevat johdonmukaisesti yhteisen tavoitteen saavuttamiseksi. Projektin parissa vietetyt pitkat
paivat tuottivat tulosta, kun mallia varten valmisteltu input-data saatiin oikeaan muotoon, padosin Villen ja
Tepon tiukan analyysin jalkeen. Taman jalkeen projektin tavoitteet tulosten suhteen voitiin saavuttaa.

Projektin laajuuden hallinnassa voidaan ndhda suurin epdonnistumisemme. Aihealue olisi pitanyt rajata
alussa tarkemmin, jotta meidan olisi ollut helpompi keskittya tulosten saavuttamiseen. Tutkimusalue on
matemaattisesti erittdin haastava, ja aiheeseen liittyvid tutkimuksia on tehty paljon. Projektiin olisi saanut
upotettua vield paljon tyotunteja, mikali aikarajat eivat olisi tulleet vastaan. Projektin tavoitteita olisikin jo
alussa kannattanut realisoida, jotta olisimme tiedostaneet tehtavan vaativuuden.
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Parannettavaa tulevaisuutta ajatellen
Kuten aiemmin mainittiin, suurimmat haasteemme liittyivat projektin laajuuden hallintaan. N&in ollen

projektin tarkempi rajaus olisi tulevissa projekteissa paikallaan, vaikka projektin laajuuden venyttaminen
olikin tietoinen ratkaisu perustuen sitd kohtaan herdnneeseen kiinnostukseen.
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