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Rahoitusteoreettinen tausta tyonaiheelle

* Yleisesti rahoitusteorialla on pyrkimys hinnoitella

erilaisia omaisuuseria, keskiossa erityisesti optioiden
hinnoittelu.

« Optiot ovat johdannaissopimuksia, jotka antavat ennalta
maarattyna ajankohtana haltijalleen oikeuden, mutta ei
velvollisuutta, toteuttaa option maarittelema transaktio.

« |deaalitilanteessa kaikkien omaisuuserien hinnoittelu
markkinoilla olisi yksiselitteista, mutta epavarmuuksien
huomioiminen hinnoittelussa on haastavaa, varsinkin
jatkuvassa ajassa.
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Rahoitusteoreettinen tausta tyonaiheelle

» Diskreettiaikaiset mallit toimivat perustana matemaattisesti
vaikeammille jatkuvan ajan markkinakuvauksille.

« Markkinamallien jarkevyyden perusehtona pidetaan
arbitraasivapaan hinnoittelun periaatteen toteutumista.

« Tallaiset markkinamallit eivat salli markkinatoimijan tehda
voittoa markkinoilla nollaa suuremmalla
todennakoisyydella ilman alkupaaomaa tai tappion
mahdollisuutta.

« FTAP:t yhdistavat diskreeteille markkinamalleille
arbitraasivapauden ja ekvivalentin martingaalimitan (EMM)
olemassaolon (l) seka markkinan taydellisyyden ja EMM
ainutkertaisuuden (l1).

Aalto-yliopisto
Perustieteiden
korkeakoulu




Tavoitteet

« Tyon tavoitteena oli maaritella matemaattista notaatiota
hyodyntaen lauseiden kannalta keskeisia kasitteita
kuten: itserahoittava portfolio, arbitraasi,
EMM/riskineutraalimitta ja markkinoiden taydellisyys.

« Esitella FTAP:t matemaattisesti ja selittaa niiden

merkitysta optioiden riskineutraalissa hinnoittelussa
diskreettiaikaisissa malleissa.

« Esittaa molemmille lauseille paapiirteiset todistukset ja
tulkita niiden seurauksia.

« Havainnollistaa lauseiden tuloksia yksinkertaisilla
hinnoittelumalleilla.
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Matemaattisia perusteita

* Filtteroity todennakoisyysavaruus: . r (5, p)

=Todennakoisyysavaruuteen on liitetty sarja kasvavia o-
algebroja (F1)=o0a1...r | jotka mallintavat informaation
kertymista.

« Mitallisuus:

=Kuvaus T:X—X' kahden mitallisen avaruuden (X,A) ja
(X", A') valilla on A/A'-mitallinen, jos jokaisen mitallisen
joukon alkukuva on myos mitallinen joukko.
Matemaattisesti tama tarkoittaa:

T '(A)e A VA € A
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Matemaattisia perusteita

Satunnaismuuttuja on siis mitallinen kuvaus
todennakoisyysavaruudesta mihin tahansa mitalliseen
avaruuteen, yleensa reaalilukujen joukkoon, joka on
varustettuna luonnollisella Borelin o-algebralla.

Tyon mallin tarkoituksia varten satunnaismuuttuja X on
mitallinen o-algebra F:n suhteen, jos funktio w—X(w) on
vakio jokaisessa o-algebra F:aa vastaavassa osituksen
osajoukossa [3]: {we:X(w) =z}eF.
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Markkinamallin maarittaminen

 Omaisuuserat: Yksi riskiton omaisuusera ja N riskillista
omaisuuseraa.

« Hinnat: Mallinnettiin (filtraatioon) adaptoituina
stokastisina prosesseina (S});_, fori =1,..., N. eli
hinnat ovat 7 -mitallisia jokaiselle t.

« Kaupankayntistrategia ¢ : Ennustettava prosessi, N+1

ulottuvuuden reaalivektori, jonka komponentit kuvaavat
portfolion omistuksien maaria aikavalilla (¢t —1,¢] .

 Itserahoittava portfolio: Portfolion arvon muutos johtuu
vain omaisuuserien hintojen muutoksista, ei ulkoisesta
rahoituksesta:
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Tarkeimpien kasitteiden maaritelmat

« Johdannaisvaade (C): Rahoitussopimus, jonka arvo
maaraytyy maailman tilan perusteella sovitulla hetkella.

Maairitelmé (Eurooppalainen johdannaisvaade): Johdannaisvaade, jonka ma-
turiteetti on 7', on satunnaismuuttuja avaruudella (€2, F, P) [2]:

C:Q— R,, missi C on Fp-mitallinen.

« Eurooppalaisen vaateen tuotto maaraytyy viimeisella
ajan hetkella T.

« Tapauksissa, joissa tuotto riippuu kohde-etuutena
olevien arvopaperien hinnoista, vaadetta kutsutaan
kohde-etuutena olevien arvopaperien johdannaiseksi.
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Tarkeimpien kasitteiden maaritelmat

 Arbitraasi diskreetissa markkinamallissa:

Arbitraasimahdollisuus on olemassa, kun on olemassa itsciin rahoittava kaupan-
kiyntistrategia ¢, jonka arvoprosessi V;(¢) totcuttaa scuraavat chdot [2]:

1. Vo(¢) < 0 (alkusijoitus on nolla tai negatiivinen).
2. Vp(¢) > 0 P-m.v. (horisontissa ei ole riskii rahan mencttamisestd).
3. P(Vp(#) > 0) > 0 (positiiviselle voitolle on aidosti positiivinen todennikoisyys).

Markkinamallia, joka ei salli tillaisia arbitraasimahdollisuuksia, sanotaan arbitraa-
sittomaksi [1].
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Tarkeimpien kasitteiden maaritelmat

A

Rahoitusmarkkinamallia sanotaan taydelliseksi, jos
jokainen johdannaisvaade (tassa

tyossa eurooppalainen) on replikoitavissa.

Johdannaisvaadetta C kutsutaan saavutettavaksi tai
replikoitavaksi, jos on olemassa itseaan rahoittava
kaupankayntistrategia, siten etta arvoprosessin
loppuarvo on yhta suuri kuin johdannaisvaateen arvo C
lahes varmasti todennakoisyysmitan P suhteen:

Vi) = ¢pSt = Vo + Xf 0 - (Sk — Sey) = C  (P-mv.) .
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Ensimmainen peruslause (FTAP I)
« Lause: Markkinamalli on arbitraasivapaa, jos ja vain jos

on olemassa ekvivalentti martingaalimitta (EMM), Q.
« Mika on EMM?

Miairitelma (Ekvivalentit mitat): Kaksi todennikoisyysmittaa @) ja P avaruu-
della (€2, F) ovat ekvivalentteja( merkitiin ) = P), jos niilli on samat nollajou-
kot: mille tahansa tapahtumalle A € F pitee, ettd Q(A) = 0 jos ja vain jos P(A) = 0.

Oletetaan, ettd todennikdisyysmitat () ja P ovat ckvivalentteja (QQ &= P) ja merkitdin
Radon-Nikodym-derivaattaa Z = d()/dP. Voidaan osoittaa, ctti satunnaismuuttuja

X on Q-integroituva (Eg||X||] < oo) jos ja vain jos tulo XZ on P-integroituva.
Tillsin odotusarvo mitan ) suhteen voidaan laskea scuraavasti [1]:

Eq|X] = EplX - 7]

— Martingaali: Diskontatut omaisuuserien hinnat S: ovat
martingaaleja mitan Q suhteen:

EolS:1|F = 8; ja EglS,. |F] < 0o kaikilla 0 <t < T,i =0,...N .
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Riskineutraali hinnoittelu

seurauksena peruslauseesta (FTAP |)
 Ensimmainen peruslause oikeuttaa riskineutraalin

hinnoittelun.

« Johdannaisvaateen C arbitraasivapaa hinta hetkella t on
sen odotettu diskontattu tuleva tuotto mitan Q suhteen:

I1,(C) = Eq | 5:C
=T

¢

« Epataydellisilla markkinoilla kyseinen joukko saattaa
sisaltaa useamman alkion.

« Vaateen hinta ei riipu fyysisista todennakoisyyksista (P)
eika sijoittajien riskinottohalukkuudesta.
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Johdannaisvaateet ja markkinan
taydellisyys

« Johdannaisvaateiden hinnoittelun keskeinen ongelma
on maarittaa tallaiselle vaateelle oikea hinta mina
tahansa hetkena ennen maturiteettia.

« Toinen ongelma on selvittaa, onko olemassa
hyvaksyttavaa kaupankayntistrategiaa, jonka
arvoprosessi paatyy samaan arvoon kuin johdannainen
maturiteettihetkella.
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Toinen peruslause (FTAP ll)

« Lause: Arbitraasivapaa markkina on taydellinen, jos ja
vain jos ekvivalentti martingaalimitta (EMM) on
yksikasitteinen.

« Tulkinta: Kyky suojautua taydellisesti kaikilta
(markkina)riskeilta on matemaattisesti sama asia kuin
se, etta hinnoittelulle on olemassa vain yksi
riskineutraalimitta.
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Toisen peruslauseen seurauksia

« Taydellisilla ja arbitraasittomilla markkinoilla jokaisella
johdannaisvaateella on yksikasitteinen hinta, jonka
maarittaa riskineutraali hinnoittelukaava kayttaen
yksikasitteista EMM Q:ta.

« Tama johtuu siita, etta jokainen vaade on
replikoitavissa, jolloin niiden hinta on oltava
arbitraasittomuusargumentin perusteella
replikointikustannus.

« Talloin kaikki rahoitusriskit voidaan suojata taydellisesti
kaymalla dynaamisesti kauppaa kohde-etuuksilla.
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Esimerkki 1: Binomimalli

* Yksinkertainen yhden periodin malli, jossa kaupankaynnin kohteena
osake ja riskiton sijoitus. Osakkeen hinta voi nousta (u) tai laskea
(d). Markkinoilla riskiton tuotto (r) yhden periodin aikana.

» Riskineutraalitodennakoisyys (q) on matemaattisesti
johdettu todennakoisyys hinnan nousulle tapauksessa, jolloin
markkina on arbitraasiton.

Martingaalichto on Eg[S,| = Sy, josta saadaan:

T
Sy

=)
LSO

S

)
le

1
= Eq = Sp = l—“_lq‘ (Sou) + (1 — q) - (Sod)]

Ratkaisemalla g saadaan yksikésitteinen ratkaisu:

(1+r)—d
N u—d

« Arbitraasivapauden ehto: d<1+r<u.

+ Johtopaatos: Koska EMM on olemassa ja se on yksikasitteinen,
binomimalli on arbitraasivapaa ja taydellinen.
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Esimerkki 2: Trinomimalli

« (Osakkeen hinta voi nousta (u), pysya samana (m) tai
laskea (d). (r) ja (q), kuten edellisessa.

* Nyt on kolme mahdollista tilaa, mutta edelleen vain
kaksi sijoituskohdetta.

* Hintojen martingaaliehto johtaa yhtaloryhmaan, jolla ei
ole yksikasitteista ratkaisua riskineutraaleille
todennakoisyyksille.

Qutl + G + qﬂrﬂl. =147
u + Gm qﬂr:]_

« Johtopaatos: Trinomimalli on arbitraasivapaa, mutta
epataydellinen. Kaikkia riskeja ei voi suojata.
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Pohdinta ja rajoitukset

Diskreettiaikainen malli on idealisaatio.
Aidoilla markkinoilla on lisaksi muun muassa:
- Jatkuva kaupankaynti

- Transaktiokustannuksia

- Markkinoiden kitkatekijoita

Nama tekijat monimutkaistavat yksinkertaista
arbitraasivapaata viitekehysta ja arbitraasin kasitetta
taytyy vahventaa.

Diskreetti malli tarjoaa kuitenkin valttamattoman
peruslogiikan, jonka paalle monimutkaisemmat mallit
rakentuvat.
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Johtopaatokset

* Hinnoittelun peruslauseet paljastavat rationaalista
hinnoittelua ohjaavan matemaattisen rakenteen.

« Martingaaliteoria tarjoaa yhtenaisen ja tehokkaan
keinon hinnoittelun, suojautumisen ja riskienhallinnan
kasittelyyn.

« Tama tyo esittelee teoreettisen perustan, jota
laajentamalla realistisempia ja monimutkaisempia
malleja voidaan rakentaa ja arvioida.
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Y hteenveto tuloksista

« Tyossa formalisoitiin aarellinen diskreetti markkinamalli
ja arbitraasivapauden periaate tassa yhteydessa.

« QOsoitettiin, etta arbitraasivapaus on yhtapitavaa EMM:n
olemassaolon kanssa (FTAP I), minka myota
riskineutraalihinnoittelu on mahdollista.

« Osoitettiin, etta markkinan taydellisyys on ekvivalenttia
EMM:n yksikasitteisyyden kanssa (FTAP Il), mika
yhdistaa suojautumisen ja yksikasitteisen hinnoittelun.

 Esimerkit havainnollistivat, miten markkinan rakenne
maaraa sen taydellisyyden.
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