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1 Johdanto

Linaaristen tehtédvien tutkimus sai alkunsa 1930-luvun lopulta kun mate-
maatikot von Neumann, Kantorovich ja Koopmans tutkivat taloustiedetta
matemaattisesti lineaaristen epdyhtéloiden kautta [23|. Tadmén jatkoksi toi-
sen maailmansodan aikana huomattiin, etta parhaat logistiset ratkaisut seké
resurssien jarkevimmét allokoinnit saatiin esitettya ja ratkaistua lineaaristen
tehtavien avulla.

Danzig julkaisi ensimmaisen version SIMPLEX-menetelméastéaan 1950-luvulla,
jonka jalkeen kiinnostus lineaaristen optimointitehtévien tutkimusta kohden
alkoi lisdéntyd. Vuonna 1979 Khachiyan esitti uuden ldhestymistavan line-
aarisille ongelmille kiyttden ellipsoidimenetelméad. Ellipsoidimemenetelméan
kulku koostuu jonosta pienenevia ellipsoideja joista aina viimeisin ellipsoidi
sisdltdd optimiratkaisun. Seuraava ellipsoidi pienentdd ratkaisujen joukkoa
edelleen kutistuen joka iteraatiokierroksella. Ellipsoidimenetelmé on mielen-
kiintoinen, sillé se on ensimmaisia teoriassa polynomiaikaisia menetelmia.

Parhaimmatkaan implementaatiot ellipsoidimenetemaésté eivét olleet kiytéan-
nossé kilpailukykyisia SIMPLEX-menetelmén kanssa. Mutta vihdoin Kar-
markarin tutkimus [10] vuonna 1984 aloitti sisépistemenetelmien laajamit-
taisen tutkimuksen, kun hén esitti uuden polynomiaikaisen sisépistemenetel-
maén jossa oli potentiaalia parjadmaén kiytinnossa SIMPLEX-menetelmélle.
Suuren kiinnostuksen my6td huomattiin ettd Karmarkarin menetelmén ja
klassisen logaritmisen estefunktiomenetelmén vélilla oli huomattavia yhta-
laisyyksid [22].

Néiden yhtaldisyyksien huomaamisen jalkeen raportoitiin useita laskennalli-
sia tuloksia jotka vertasivat silloista SIMPLEX-menetelmén implementaation
MINOS-koodin ja primaalisen Newtonin estefunktiomenetelméan laskenta-
aikoja ja tarkkuutta useisiin eri testitehtéaviin. Monien hammaéstykseksi este-
funktiomenetelmé oli useissa tehtévissé jopa nopeampi kuin silloin hallitseva
SIMPLEX-menetelma.

Estefunktiomenetelmén toimivuuden tultua yleiseen tietoon monet tutkijat
alkoivat kehittda edelleen lineaaristen tehtédvien ratkaisemiseen tarkoitettu-
ja sisépistemenetelmié parannelluilla kompleksisuusrajoilla. Koska estefunk-
tiomenetelmét olivat alunperin suunniteltu myos epélineaaristen tehtévien
ratkaisemiseen tulisi myos sisdpistemenetelmien laajentaminen muihin kon-
vekseihin luokkiin kuten neli6llisiin ongelmiin, lineaarisiin komplementaari-
suusongelmiin (LCP) ja epélineaarisiin ongelmiin (NLP) luonnollisesti kiin-
nostamaan tutkijoita.



Joukko A € R" on konveksi [5] jos kaikille 21, zo € A pétee

ATy + (1 — )\)1‘2 e A Ve (0, 1) (1)

Funktio f : A — R, A C R", A # () ja konveksi joukko, on konveksi joukossa
S jos kaikille 21,20 € A, X € (0,1) pétee

fxy + (1= Nag) < Af (1) + (1= A) f(x2). (2)

Mikali z; # x4, niin epayhtilo pétee ilman yhtdsuuruutta.

Yleinen konveksi optimointitehtéva on muotoa

min f(x), se. g¢(x) <0, =12 ..m, (3)

missd f ja g;,1 = 1,2, ...,m ovat konvekseja funktioita. Tehtévi voidaan rat-
kaista primaali-duaali algoritmin laajennuksen avulla joka tullaan esittele-
maéan lineaarisen komplementaarisuustehtévan yhteydessa.

Kiinnostus sisapistemenetelmiin tuotti pian myos menetelmien laajennuk-
sia muihin konvekseihin optimointitehtéviin. Ominaisarvojen optimointiteh-
tavien ratkaiseminen on erityisesti helpottunut sisdpistemenetelmien kehit-
tymisen myota. Tata tehtavatyyppia emme kuitenkaan késittele tdssa tyos-
sé. My0s semidefiniitin ohjelmoinnin tehtévien ratkaiseminen on kehittynyt
sisépistemenetelmien kehityksen myota. Koska semidefiniitteja ohjelmointi-
tehtavid voidaan késitelld lineaaristen tehtédvien yleistyksind, on sisdpiste-
menetelmien tutkimus muiden tehtévéluokkien parissa vaikuttanut suoraan
tehtavatyypin menetelmien kehitykseen. Lisdtietoa l6ytyy Nesterovin ja Ne-
mirovskiin julkaisusta [14].

Tyossa esitellaan kirjallisuuskatsauksena sisdpistemenetelmét eri tehtévaluo-
kille. Luvussa 2 esitelldédn kolme sisédpistemenetelmien algoritmia lineaarisille
tehtaville sekd tutustutaan naiden suorituskykyyn. Luvussa 3 esitetdan seké
konvekseille etta lineaariselle komplementaarisuustehtévélle primaali-duaali
algoritmi. Luvussa 4 esitelldan semidefiniittien ohjelmointitehtéavien ratkai-
sumenetelmia ja luvussa 5 esitelldan sisédpistementelmien soveltamisen rajoi-
tuksia. Luvussa 6 esitellddn pohdinnat seké yhteenveto.



2 Lineaariset ongelmat

Maaritelladn ensimmaiseksi lineaarisen ohjelmoinnin ongelma, joka koostuu
kustannusvektorista ¢ € R™ ja m lineaarisesta yhtalorajoitteesta, jotka maa-
ritelladn matriisin A € R™ " seké vektorin b € R™ avulla. Niin voidaan
madritelld lineaarinen optimointitehtava standardimuodossa

minc’z, se Ar=0b, x>0. (4)

Rajoitus x > 0 tarkoittaa, ettd kaikkien komponenttien vektorissa x € R”
tulee olla ei-negatiivisia. Danzigin kehittaméa SIMPLEX-algoritmi on ollut
kehityksestdan ldhtien kiytetyin metodi lineaarisille ongelmille. Vaikka me-
netelmé toimi hyvin kiytdnnossé, suurille ongelmille sen kompleksisuus on
eksponenttiaikaista, jolloin se on raskas laskea. Yksi ratkaisuista oli kdyttas
ellipsoidimetodia kyseisiin ongelmiin. Kayténnossé toimivia implementaatioi-
ta ellipsoidimenetelmésta, jotka olisivat olleet kilpailukykyisia silloisten al-
goritmien kanssa, ei ollut.

Karmarkar osoitti artikkelissaan [10], ettéd laskennallinen kompleksisuus line-
aarisille tehtéville hénen kehittamalldén sisépistemenetelmalld vaati O (nL)
iteraatiota, vaatien kokonaisuudessaan O (n5L) bittioperaatiota, missi L on
syotetyn datan pituus binddrimuodossa

[
i=0 j=0

n

logy (lai;| + 1) + 1] (5)

ja missa a;o = b; ja ag; = c;.

SIMPLEX-algoritmia ei voida tehokkaasti laajentaa ratkaisemaan epiline-
aarisia tehtadvid. Karmarkarin algoritmin suurin hy6ty ei ollut sen parem-
pi laskennallinen teho vaan se, ettd sité voitiin laajentaa tehokkaasti mui-
hin algoritmeihin ja algoritmiluokkiin. Myohemmin muun muassa Vaidya on
modifioinut algoritmia [20| saaden sisépistemenetelmin lineaarisen ongelman
teoreettiseksi laskennalliseksi kompleksisuudeksi O(y/nL) iteraatiota, vaatien
O(n3L) bittioperaatiota, jotka esitelliin tarkemmin Goldfarbin ja Toddin
julkaisussa [7]. Useat eri liahteet ovat saaneet tdmén jélkeen vastaavia las-
kennallisen kompleksisuuden tuloksia.

Matriisilaskentaa hyodyntamaélla voidaan algoritmin tehokkuutta parantaa
edelleen. Anstreicher [3] esittelee julkaisussaan modifioidun sisédpistemenetel-
maén, jossa hyddynnetédén esikisiteltyd konjugaattigradienttimenetelmad(PCG)
iteraatiokierrosten tuottamien Newtonin yhtéaldiden ratkaisemiseksi. Téten



n3_L)

saadaan algoritmin kompleksisuudeksi hieman alle O(n3L), oikeastaan O( logn

bittioperaatiota.

2.1 Logaritminen estefunktio

Oletetaan ettd lineaarisella tehtévalla on sisus, jolloin siis joukko

FO = {z|Az = b,z > 0} (6)

ei ole tyhjé joukko ja kohdefunktio on rajoitettu kdypien pisteiden joukolla
alapuolelta. Nailld oletuksilla ongelmalle (4) on ratkaisu. Kayttamalla loga-
ritmista estefunktiota saadaan parametrisoitu ongelma

rnminf (z;p) = cl'a — ,uZlnxi (7)

i=1

missd In on luonnollinen logaritmi ja g > 0 kuvaa esteparametria. Mille
tahansa jonolle {y}, jonka limy . s = 0, sen rajapisteet {x(ux)} ovat
ongelman (4) ratkaisuja [21]. Myos tehtavéin (7) ratkaisun z(u) tulee kuulua
joukkoon F?, silld logatrimisen funktion parametrien tulee olla positiivisia.

Lineaarisille ongelmille kiaytetddn usein primaali estefunktioalgoritmia, jos-
sa kiytetddn Newtonin menetelméd tehtévan (7) alkuratkaisun 16ytamiseksi
jollain g arvolla, jonka jidlkeen p arvoa pienennetidén. Newton-askeleeseen
tarvittavat derivaatat ovat

Vief (wsp0) = =X Vo f(xip) = c+ pX e, (8)
missi X = diag(xy,22,...,2,) jae = (1,1,...,1)T. X on tillsin siis nelis-
matriisi, jonka diagonaalilla ovat alkiot zi,xs,...,z,. Téalloin saadaan rat-
kaistua Newton-askel seuraavasta systeemista

—pX 2 AT [ Az | [ e+pXle (9)
A 0 AT Axr —b

Yhtalo (9) on sama, joka saadaan Sequential Quadratic Programming (SQP)
algoritmin avulla soveltamalla sitd yht&loon (7), pienten modifikaatioiden
jéalkeen. Estefunktioalgoritmin vaiheet voidaan méaritelld seuraavalla tavalla
[16]:



20 € FOja puy >0
aseta k < 0;
toista.

Ratkaise 781 suorittamalla Newton-askel (9), aloittamalla

x = ¥ ja kiinnittdmalla p = py; Valitse g1 € (0, i);
k< k+1,

Short-step versiossa kyseisestd algoritmista [13, osio 2.4| asetetaan askelpi-
tuudeksi o« = 1 ja suoritetaan Newton-askel jokaisella iteraatiokierroksella,
jolloin esteparametrin péaivitysyhtaloksi saadaan

s = ) (1 + ﬁ> (10)

Oletetaan, etté esteparametri kasvaa juuri kyseisen maéaéréan, jolloin iteraa-
tioiden maaraksi esteparametrin p; kasvattamiseksi johonkin arvoon g >

saadaan

O(/nlog =) (1)
iteraatiota. Iteraatioita tarvitaan (11) pisteen 2* saavuttamiseksi, jolloin teh-
taviin kohdefunktion arvo ¢’ ¥ on e piissi optimiarvosta. Short-step muun-
nelmien suurimpana ongelmana on esteparametrin liian hidas pieneneminen
kiytannon sovelluksissa. Yhtdlon (11) antama iteraatioiden mééra riippuu
lineaarisen optimointitehtavin ominaisuuksista. L bitin pituiselle datalle tie-
detisn, ettd jos € < 272F niin 2* voidaan pyodristéd tarkkaan ratkaisuun
O(n?) aritmeettisella operaatiolla [16]. Lisdksi, jos valitaan alkuparametrik-
si o < 2P0, jollain positiivisella, vakiolla 3, algoritmien kompleksisuudeksi

saadaan O(y/nL).

2.2 Primaali-duaali algoritmi

Primaali-duaali pariin pohjautuvat algoritmit tuovat paremman kidytannoén
toimivuuden estefunktiomenetelméaén verrattuna, silld ne ottavat paremmin
huomioon tehtévin ratkaisupolun z(u). Namé algoritmit eroavat ylla esite-
tystéd estefunktioista siten, ettd ne ottavat duaalimuuttujat eksplisiittisesti
huomioon ongelmaa ratkaistaessa sen sijaan, ettd ne vain késittelisivat duaa-
limuuttujia jonain lisénd primaalimuuttujia iteroidessa. Duaalitehtavi stan-
dardimuotoiselle lineaariselle tehtéville (4) on

I(I)l\a))( viA, seATA+s=c, s>0, (12)



missi s € R"ja A € R™. Jos x* ratkaisee yhtdlon (4) seké (A*, s*) on tehtavin
(12) ratkaisu, niin (z, A, s) = (z*, \*, s*) tayttavit ehdot

Ax = b, (13)

AT  +s=c, (14)

XSe =0, (15)

(x,s) >0, (16)

missa X = diag(zq,x9,...,2,) ja S = diag(sy, sa,. .., S,). Primaali-duaali-

algoritmit ratkaisevat tehtiivit (4) ja (12) samanaikaisesti iteroimalla (2%, \*, s*),
jotka tayttévit ehdot (13)-(16). Keskuspolku médritelladn jonona ratkaisuja
{z,}, p > 0 ja kun p — oo, x, — z kutsutaan z* analyyttiseksi keskuk-
seksi [5]. Keskuspolkua voidaan hyodyntééd algoritmisuunnittelussa lisaamél-

14 optimaalisuusehtoihin (13)-(16) epavarmuustermi, jolloin ehdot saadaan
muodossa

Ax = b, (17)
AT\ +s=c, (18)
X Se = pe, (19)
(x,s) >0, (20)

missd p > 0 parametrisoi keskuspolun. Parametrisoiva termi y relaksoi tehté-
van ainoan epéalineaarisen termin, joka on yhtaloryhmén tyoldin ratkaistava.
Edell4 esitetyt yhtalot (17)-(20) ovat my6s tehtévan (7) optimaalisuusehdot.
Yhtalosta (19) ndhdédén, ettd X ja S pareittaisten komponenttien tulot ovat
samoja kaikille komponenteille, eli

TiS; = b (21)

Kayttamalla muunnettua Newtonin menetelméé edelld esitettyihin optimaa-
lisuusehtoihin saadaan epélineaarinen yhtéloryhma, josta voidaan ratkaista
primaali-duaali algoritmin vaatimat askeleet. Iteroitavat muuttujat (2%, A\, s*)
tulee rajoittaa (z*,s*) > 0, jotta matriiseilla X ja S on positiivinen diago-
naali, jolloin askeleet ovat hyvin maariteltyja. Askeleen ratkaisemiseksi, ole-
tetaan ettd ollaan kiyvéssi pisteessd (x, A, s) ja ettd ehdot (17), (18) ja (20)
tayttyvit. Tamén jalkeen ratkaistaan primaali-duaali-askel (Az, A\, As) yh-

taloryhmaésté



0 A O AN 0
AT 0 T || Az | =— [ 0 : (22)
0o S X As XSe—ope+r

misséd p = %, keskitysparametri o € [0, 1], ja r on vakautustermi, johon si-
sallytetddn muuta informaatiota systeemisté (17)-(20), tai muita termejé kes-
kuspolun laheisyyden varmistamiseksi. Kayttamalla edella kuvattua askelta
(22) voimme kirjoittaa primaali-duaali algoritmin kulun seuraavasti [16]:

Jollakin (2%, A%, s0), joista (29, %) > 0,
Asetetaan k < 0 ja po = ((2°)7s%) /n,
toistetaan seuraavaa

Valitaan oy, ja r*, Ratkaistaan (22) arvoilla (z, \, s) = (2, \¥, s*)
ja (p,0,7) = (g, op, %), jotta saadaan (Ax*, ANE, Ask),
Valitaan askelpituus siten ettd oy € (0, 1] ja maarataan

(aFHE NEHL SR o (2P NF sF) 4 ag (AxP, ANF, AsF),
(zk+l)Tsk+1

Pt & ——— k< k+ 1,
kunnes jokin lopetusehto tayttyy.

Primaali-duaali-algoritmia kiytetdén pohjana monissa muissa sisédpistemen-
telmien implementoinneissa ja ne eroavat useimmiten tavassa miten aloitus-
piste (2%, \%, s9), keskitysparametri oy, vakautustermi r* tai askelpituus ay
méaarataan. Yhtena esimerkkiné naistd muunnelmista voidaan mainita short-
step versio keskuspolkua seuraavista metodeista [16]. Kyseisessd metodissa
asetetaan

0.4
NLD

jolloin jokin kéypéa alkupiste konvergoituu johonkin kiypéaan pisteeseen etéi-

syydelle (“Tnﬂ > € jollakin annetulla €

rk:0,0k:1— , o =1,

O(+/nlogh2) (23)

iteraatiolla. Kyseisen algoritmin samankaltaisuus estefunktiota kiyttavien al-
goritmien kanssa on huomattava. Ongelma on kuitenkin sama kuin aikaisem-
min, kiytannon tehokkuus ei ole valttamatta paatd huimaava.



2.3 Predictor-corrector algoritmi

Paremman kiytannon tehokkuuden saamiseksi voidaan kiayttéda erilaisia, luo-
vempia ja aggressiivisempia vaihtoehtoja keskitysparametrin valitsemiseksi.
Naméa menetelmét kdyttavat suuntahakua pysyéakseen keskuspolun laheisyy-
dessd. Téamaé tarkoittaa sitd ettd optimaalisuusehtoa (19) voidaan rikkoa jon-
kin verran, mutta pareittaiset tulot eivéit saa erota liian paljoa toisistaan. Pe-
rinteinen Mizuno-Todd-Ye predictor corrector algoritmi toimii keskuspolun
ympéristossa, joka maaritelladn

N = {(z, A, s) kiypia : ®(z, s, 1) < B}, (24)

missd p(z,s) = &2 ja B € (0, 1) on vakio [24]. Jos valitaan tavanomainen
euklidinen normi @(x S, ) = H — e| ‘2 saadaan kapea keskuspolun ym—

u(ws
parlsto jota merkitdan N(5). Kun valitaan ®(z, s, 1) HOO
(z,5,1) = ||( e e)_HOO, missd w- = min(w,0), saadaan vastaavasti

keskuspolun ympéristot N (5) ja N (5).

Algoritmin ideana on ottaa jokaisen ennustavan “predictor’-askeleen jalkeen
korjaava "corrector’-askel keskuspolun suuntaan, joka pienentdé p arvoa. Al-
goritmin kulku kuvataan seuraavalla tavalla [16]:
asetetaan (2%, A\, s%) € IN(0.25)

. . (a:O)Tso .
k< 0jap =——;
toistetaan seuraavaa

Asetetaan (z, )\, s) < (2%, Nk s%) ja (u, 0,7) < (s, 0,0);

Ratkaistaan (22) ja asetetaan (u,w,v) < (Ax, AX, As), jotta
saadaan (Az*, ANF, Ask);

Valitse askelpituudeeksi suurin mahdollinen «y, € (0, 1] siten
ettd (x, A, s) + a(u, w,v) € N(0.25);

Aseta (z, A, s) < (2, A, 8) + ag(u, w, v) ja

(M? g, T) A (:U’ka (1 - Oék), 0)7

Ratkaistaan (22) ja asetetaan

(F AL G o (2, A, 8) + (A, AN, As);

pk + 1)« (M HTsM ) sk + k+ 1;

kunnes jokin lopetusehto téayttyy.



Edella kuvatulla predictor-corrector-algoritmilla on sama kompleksisuusra-
ja (11) kuin edellisen algoritmin short-step versiolla [23]. Kuitenkin kéytet-
taessd predictor-corrector algoritmia voisi kuvitella sen olevan tehottomam-
pi primaali-duaali-algoritmin short-step versioon verrattuna, silld predictor-
corrector algoritmi kuitenkin vaatii kaksi yhtaloryhman ratkaisua per iteraa-
tio, kun taas short-step-algoritmi vaatii vain yhden. Numeeristen kokeiden
avulla on kuitenkin pysytytty osoittamaan, ettd predictor-corrector algorit-
mi on huomattavasti tehokkaampi kuin short-step algoritmi. Koska short-step
algoritmin . pienenee joka askeleella vakioméaran

0.4
pe = (L= ), k=0,1,2,.. (25)

ja predictor-corrector algoritmin keskitysparametri oy, ei ole kiinnitetty, mah-
dollistaa se i nopeamman pienenemisen kuin primaali-duaali algoritmin
short-step version tapauksessa, erityisesti optimiratkaisun lahella.

Usein kédytetddn myos useamman korjauksen algoritmeja, joissa suoritetaan
useampi corrector-askel predictor-askeleen jélkeen. Suurin syy tdhén on algo-
ritmin kulun primaali-duaali pisteen palauttaminen mahdollisimman ldhelle
keskuspolkua, jolloin voidaan seuraavalla iteraatiokierroksella ottaa mahdol-
lisimman suuri predictor-askel. Kuitenkin naiden corrector-askelien loputon
lisddminen ei pienenné tehtdvin ratkaisemiseen vaadittavaa laskenta-aikaa,
vaan yleisesti ottaen tehokkaimmaksi menetelméksi osoittautui toisen as-
teen predictor-corrector algoritmi, jossa menetelmén aste tarkoittaa siihen
kiytettyjen corrector-askelten lukuméaaraa per iteraatiokierros [8]. Kuitenkin
iteraatiokierrosten méira useammalla corrector-askeleella putosi keskiméarin

15-25%.

Paremman laskennallisen tehon saavuttamiseksi voidaan tehtdvissé, joissa
epayhtélorajoitukset ovat ainoastaan ei-negatiivisuusrajoitteita, koettaa tun-
nistaa nollamuuttujat. Yksi néisté tavoista tunnistaa X:n ja S:n nollakompo-
nentit on kiyttaa Tapia indikaattoreita |6]. Kuitenkaan nédiden indikaattorien
kiyttaminen superlineaarisesti konvergoituvien algoritmien kanssa on hieman
liioiteltua, sillé etdisyys uy arvoille, joilla superlineaarisen konvergenssin algo-
ritmit seké dédrellisen lopetuksen strategiat toimivat ovat kohtalaisen saman-
kaltaiset. Talloin kun iteraattien arvot padsevit tamén etédisyyden paahén,
superlineaariset metodit konvergoivat jo muutamassa iteraatiossa, jolloin in-
dikaattorien tuoma hyoty ei ole kovin suuri.

Aikasemmin oletimme ettd alkupiste toteuttaa lineaariset rajoitteet, ja et-
ta aloituspiste on epéayhtalorajoitteen rajaaman alueen sisélla. Kaytdnnos-



10

sd néin ei kuitenkaan aina ole, jolloin kdytetdan alkupisteend pistetté, joka
on epayhtéalorajoitteiden rajaaman kiayvan alueen sisalld, mutta ei toteuta
lineaarisia yhtalorajoitteita. Naita algoritmeja kutsutaan infeasible-interior-
point algoritmeiksi. Kojiman, Mediggon ja Mizunon algoritmi ja Zhangin
kompleksisuusanalyysi tahan liittyen antoi alkusysayksen tdmén alueen tut-
kimukselle. Kuitenkaan néiden algoritmien etuna ei ole parempi tehokkuus
feasible-interior-point algoritmeihin nédhden, vaan ettd ndmé algoritmit voi-
vat ratkaista ongelmia, joilla ei ole kiaypad alkupistetta sekd naitd metodeita
voidaan kiyttda toteamaan tiettyjen lineaaristen ongelmien epakaypyys [16].

Sisépistemenetelmien tehokkuudesta kertoo huonoimman mahdollisen tapauk-
sen kompleksisuuden sijaan paremmin keskiméaraisen tapauksen kompleksi-
suus. Suurin osa sisépistemenetelmistd on polynomiaikaisia, mutta kaytéan-
nossé ne toimivat huomattavasti paremmin kuin huonoimman mahdollisen
tapauksen rajat antaisivat ymmartaéa, jolloin teorian ja kdytdnnon vélille syn-
tyy ero, jota keskiméédridisen tapauksen analyysi pienentéaisi. Suurelle osalle
menetelmistd algoritmi pédtyy lopetukseen suurella todennékoisyydella jo
O(y/nlnn) iteraatiossa [4]. Talloin siis sisédpistementelmien keskiméérdinen
kompleksisuus on vahvasti polynomiaikaista, eli se riippuu ainoastaan ongel-
man dimensiosta, ei datan binédéarisestd pituudesta.

3 Lineaariset komplementaarisuusongelmat

Lineaarinen komplementaarisuusongelma (LCP) on yleinen ongelmaluokka
jonka alle voidaan listata lineaariset ongelmat (LP), neliélliset ongelmat (QP)
sekd bimatriisipelit. LCP tutkimus on hy6dyttidnyt muuta optimointitutki-
musta esimerkiksi tuottamalla toimivia algoritmeja joita on voitu laajentaa
epalineaaristen systeemien optimointitehtévien ratkaisemiseksi. LCP tehta-
vien tutkimuksen tuottamat iteratiiviset menetelmat tuottavat varteenotet-
tavia kilpailijoita varsinkin SIMPLEX-menetelmélle vaikeiksi osoittautuneil-
le suurille ja numeerisesti haastaville tehtéaville.

Maaritelladn ensin LCP. Olkoot M neliématriisi astetta n ja rivivektori g €
R™. LCP:lle ei ole kiytdnnossa optimoitavaa kohdefunktiota, vaan tehtévissa
pyritéin 16ytdméan vektorit w = (wy, wo, ..., w,)T ja 2z = (21, 22, ..., 2,)7 siten
etta ne tayttavat

w—Mz=gq, (w,z)>0, wz =0, Kkaikille 1. (26)

LCP ja QP ovat laheisesti liitoksissa toisiinsa. Maéritellddn primaali-duaali
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pari QP:

1
min ¢l u + éuTQu, se.Au>b, u>0. (27)

1
max blv — éuTQy, se. ATv—Qu<e¢, v>0, (28)

missé Q on symmetrinen ja positiivisesti semidefiniitti (p.s.d.). Jos @ = 0
saadaan tehtévista (27) - (28) primaali-duaali symmetrinen LP-pari. Voim-
me myos ilmaista primaali ja duaalitehtdvéan yhdessd LCP kuten (26) posi-
tiivisesti semidefiniitin matriisin avulla jos merkitdan

() () e

Keskuspolku edelld mééaritellylle LCP tehtavélle saadaan saadaan positiivisen
skalaarin p avulla kuten aiemmin

w—Mz=q, (30)
WZe = pe, (31)
(w,z) > 0. (32)

Hakusuunta pisteelle (w, z), joka toteuttaa ehdot (30) ja (31) saadaan rat-
kaisemalla systeemi

I M
Z W

Aw
Az

0
WZe—ope+r

(33)

missa = w:Z, o € [0,1] ja r on vakautustermi kuten primaali-duaali algo-

ritmin tapauksessa.

Primaali-duaali algoritmin tapaus sekd monet sen sovellukset téssd kehyk-
sessé ovat identtisia ylla ndhdyn tapauksen kanssa. Télloin ei ole yllattavas,
ettd kompleksisuustulokset ovat samankaltaisia kuin vastaavan lineaarisen
ongelman tapaukseessa.
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LCP on ollut yhdistava tekija operaatiotutkimuksessa tarjoten keinon kéyt-
taa eri optimointiluokkien algoritmeja hyvéiksi muissakin optimointitehtéavis-
sd. LCP algoritmeja voidaan laajentaa kattamaan muitakin optimointiluok-
kia kdyttamallad riittdavid matriiseja (sufficient matrices).

Puhuttaessa matriisien riittavyydesté tulee ensin maéritella matriisien riveit-
tainen ja sarakkeittainen riittdvyys. Matriisin M sanotaan olevan riveittain
riittava, jos

ri(MTx); <0 = 2;(M"z); = 0, jokaiselles. (34)

Matriisi M on sarakkeittain riittéava jos

zi(Mz); <0 = z;(Mx); = 0jokaiselle . (35)

Matriisin sanotaan olevan riittava jos se tayttdd molemmat ehdot (34) ja (35)
eli on seka riveittain, etta sarakkeittain riittava [40].

Kojima, Megiddo, Noma ja Yoshise esittavit julkaisussaan, ettd LCP kuva-
taan P,(x) matriisilla [17]. P,(0) matriisi on vain jokin positiivisesti semidefi-
niitti matriisi, ja kasvatettaessa k > 0 saadaan edelleen yleisempia matriiseja,
jotka ovat samaan aikaan riittdvia. Matriisia sanotaan riittéviksi, jos jokai-
nen sillé konstruoitu LCP on konveksi ratkaisujoukko ja jokainen QP liittyvé
KKT-piste on LCP ratkaisu. Matriisin rajoitteeksi kutsutaan pienintd mah-
dollista x > 0, jolla matriisi on P, (k) matriisi.

Menetelmien laskennallinen kompleksisuus riippuu yleensd matriisin rajoi-
teasteesta, koska ei voida 16ytédé algoritmia joka ratkaisee kaikki LCP-luokan
tehtdvit. Parhaiksi tuloksiksi on tdhén mennesséi saavutettu P, (k) LCP rat-
kaisu enintddn O((1 + k)/nL) iteraatiolla. Sisdpistemenetelmét ovat yliver-
taisia kyseisessa ongelmaluokassa niiden polynomisen kompleksisuuden ja su-
perlineaarisen konvergenssin ansiosta.

Sisépistemenetelmien haasteena on ollut kautta aikain sen teorian ja kiytan-
non valinen kuilu. Erds mielenkiintoinen ominaisuus on, ettd parhaat teoreet-
tiset kompleksisuustulokset on saavutettu keskuspolun N(/3) ympéristossa,
mutta parhaat kiytdnnon tulokset on saavutettu levedmmassa keskuspolun
ympaéaristossa.

Potra ja Sheng esittévit julkaisussaan P, (r)-matriisin sijaan LCP tehtéville
vaihtoehtoista suuren askeleen epékiyvan sisédpisteen algoritmia. Algoritmi
luo pisteitéa epakayvan keskuspolun ldhistolle ja jos tehtéavé on ratkaistavissa,
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konvergoituu algoritmi mielivaltaisesta positiviisesta alkupisteestd (xq, So).
Algoritmin laskennallinen kompleksisuus riippuu aloituspisteen laadusta ja
terminoituu O((1 + k)?nL) askeleessa 16ytamaélld ratkaisun tai osoittamalla
ettei tehtdva ole ratkaistavissa. Aloituspisteen ollessa kdypéa algoritmi kon-
vergoituu P, (k)-matriisien tapaan O((1 + x)nL) askeleessa.

4 Semidefiniitti ohjelmointi

Semidefiniitissad ohjelmoinnissa tarkoituksena on minimoida lineaarista funk-
tiota rajoitusehtojen suhteen joiden affiinikombiaatio symmetrisistd matrii-
seista on positiviisisesti semidefiniitti. Semidefiniitti ohjelmointi on ollu yksi
aktiivisimmista optimoinnin tutkimuksen osa-alueista 1990-luvulla. Semide-
finiitti ohjelmointi késittda useita ongelmatyyppejé, jotka ovat kiinnostavia
erityisesti ohjelmointiluokan yleisyyden takia. Vaikka semidefiniitit ongelmat
ovat yleisempid kuin lineaariset ongelmat, ei niita ole kuitenkaan kovin paljon
vaikeampi ratkaista. Madriteltdessa semidefiniittia ongelmaa notaatio P e ()
tarkoittaa kyseessé olevien matriisien sisdtuloa, joka on maéritelty

PeQ = ZZP@'%-

i=1 j=1

Télloin semidefiniitti ohjelmointitehtava (SDP) mééritelladn standardimuo-
dossa [1]

mnCeX se A;eX=0,X>0i=1,2..,m (36)

A; € SR b e R™ ja C € SR™" ovat annettuja ja X € SR™". Téssé
SR™™ kuvaa n X n symmetrisen matriisin avaruutta ja X > 0 tarkoittaa
ettd X on symmetrinen seké positiivisesti semidefiniitti.

Ongelman (36) duaaliongelma (SDD) on muotoa

A se. A, = >0, 4=
n}%xb)\ s.e Z)\ZAH—S C,S$>0,i=1,2,...,m, (37)

=1

missd A € R™ ja § € R™*"
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Jos optimointitehtavin kohdefunktio ja rajoitusehdot ovat konvekseja on teh-
tiavd myos konveksi. Semidefiniitit optimointitehtéavit ovat siis lineaarisen
kohdefunktion minimointia lineaaristen rajoitteiden suhteen, missé epéyhtéa-
lorajoitteet kuuluvat positiivisesti semidefiniittiin kartioon. Optimointiluok-
kaa voidaan késitelld lineaarisen ohjelmoinnin laajennuksena, jossa vektorei-
den komponenteittaiset epayhtalorajoitteet on korvattu matriisien epéayhté-
lorajoitteilla.

Tamén seurauksena semidefiniittien tehtévien teoria ei eroa lineaaristen teh-
tavien teoriasta suuresti. Useille lineaarisille algoritmeille on olemassa laa-
jennuksia, joiden avulla ne pystyvét ratkaisemaan myos semidefiniittejéd teh-
tavid. Kuitenkaan tehtavityyppejé tarkasteltaessa duaaliominaisuudet ovat
heikommat semidefiniiteilld tehtévilla, jolloin niille ei viela 16ydy tehokas-
ta, samankaltaista suoraa SIMPLEX-algoritmin tapaista metodia tehtavin
ratkaisemiseksi. Anderson ja Nash [2] sekd Pataki [15] ja Lasserre [12] ovat
julkaisseet tutkimuksia SIMPLEX-algoritmin kaltaisille menetelmille semide-
finiittien ongelmien ratkaisemiseksi [20].

Useimmat semidefiniitin ohjelmoinnin algoritmit perustuvat keskuspolun pis-
teiden approksimointiin. Oletetaan ettd semidefiniitilld primaali- ja duaali-
tehtavélla on kayvat ratkaisut. Télloin merkitddn téata potkua ratkaisuina
(X, Aty Spyu) ja > 0 keskuspolun méérittaville yhtaloille

Ai.X:bi, 1= 1,...,m, (38)
i=1

XS =pl (40)

X >0,5>0. (41)

Keskuspolun yhtaloiden ratkaiseminen Newton-askeleella voisi tuntua luon-
nolliselta tavalta edetd, mutta kahden symmetrisen matriisin tulo ei valt-
taméattd ole symmetrinen matriisi, jolloin Newton-askelta ei voida suoraan
soveltaa tapauksessa. Eri primaali-duaali-algoritmit eroavat niiden tavassa
sovittaa tulomatriisin rangi ja dimensio yhteen.

Todd esittdéd tutkimuksessaan [19] useita tekniikoita tulomatriisin sovituk-
selle. Useimmat hakusuunnat semidefiniitille ohjelmointitehtavélle on loydet-
tavissi sijoittamalla (40) tulomatriisin tilalle “symmetrinen” matriisi, jonka
rangi on R"*"
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O(X,5) =0. (42)

Téastd esimerkkind voidaan mainita Monteiro-Zhang perheen menetelmét,
joissa korvataan yhtélo (42) nelidlliselld termillé [13]

1
Hy(Q) = 5 PQP '+ P TQTPT), (43)
joissa P on ei-singulaarinen matriisi P € R™*". Téstd saadaan erityyppisia

hakusuuntia vaihtamalla P muotoa. Erityyppisistd hakusuunnista térkeimpi-
né voidaan mainita

e Alizadeh-Haeberly-Overton (AHO) hakusuunta, jossa P = [

e Helmberg-Rendl-Vanderbei-Wolkowicz [9] /Kojima-Shindoh-Hara [11] /Mon-
teiro (HRVW /KSH/M) hakusuunta, jossa P = S'/2

e Nesterov-Todd (NT) hakusuunta, jossa P = [S1/2(S1/2X §1/2)=1/251/2]1/2,

Semidefiniittien ongelmien hakusuunnilla on useita optimoinnin kannalta ha-
luttavia ominaisuuksia, jotka Todd on esittdnyt julkaisussaan [19]. Myos to-
distukset seuraaville lauseille 16ytyy kyseisesté julkaisusta.

Semidefiniitit ongelmat ovat lineaaristen ongelmien laajennuksia. Kun ava-
ruus SR™ " korvataan diagonaalimatriisien aliavaruudella on nédmé ongel-
mat lineaarisia ongelmia uudelleenmuotoiltuna. Téll6in voidaan olettaa, etté
hakusuunnat vastaaville semidefiniitin ohjelmoinnin ongelmille ovat diago-
naalimatriiseja, jotka saadaan lineaarisen ohjelmoinnin primaali-duaali ha-
kusuunnilla.

Tehtéavityyppi ennustaa duaaligapin. Jos oletetaan etté iteraatti (X, A,.S) on
primaali ja duaalikiypé ja onnistutaan ottamaan taysi askel, niin seuraava
iteraatti (X + AX, A+ AX, S+ AS) on myds primaali ja duaalikdypé. Tél-
16in voidaan kirjottaa ettd hakusuunta ennustaa duaaligapin jos ennustettu
duaaligap on yhtasuuri kuin duaaligap keskuspolun pisteeseen parametrilla

LL.

SeAX + X e AS = pun. (44)

Useimmat hakusuunnat ovat myos hyvin méariteltyja. Toddin julkaisussa on
tarkemmin méaritelty mitkd hakusuunnat ovat hyvin maériteltyja.
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Semidefiniiteille tehtéiville systeemit ovat aiemmin kuvatuilla hakusuunnilla
rajoitettuja. Hakusuunnat méaritelldadn lineaaristen yhtaloiden systeemeil-
14, joista kaikkia ei ole mééritelty semidefiniittisen tehtévin (SDP) tai sité
vastaavan duaalitehtdvin (SDD) ratkaisussa. Kuitenkin néissd tapauksissa
voidaan tutkia onko systeemi rajoitettu kun X ja S konvergoituvat. Myos
primaali-duaali symmetrisyys pétee osalle systeemeista.

Edella mainituista vain NT-hakusuunnalla on kaikki ndmé& ominaisuudet.
H..K..M, duaali H.K..M ja MTW hakusuunnat tayttavait kaikki muut omi-
naisuudet paitsi primaali-duaali symmetrisyyden. Muut hakusuunnat eivét
taytéd kahta tai useampaa edelld mainituista ominaisuuksista.

Todd on julkaisussaan [19] my6s tutkinut 20 eri hakusuuntiin perustuvien al-
goritmien tarkkuutta ja robustiutta. Parhaat menetelmét olivat AHO, Toh,
Gu, H..K..M ja NT hakusuuntiin perustuvat menetelméat, parhaimmasta huo-
nompaan edelld mainitussa jarjestyksessid. Naméa menetelmét paasivat halut-
tuun 10~ tarkkuuteen primaali-duaali kiiypyydessi ratkaistaessa 35 eri teh-
tavaa 7 eri tehtavaluokasta. Tarkkuudessa ja iteraatioiden méarassa parhaim-
maksi menetelméksi osoittauttui AHO-hakusuuntaan perustuva menetelma.

5 Sisapistemenetelmien soveltamisen rajoituk-
set

Sisapistemenetelmien kaytolla on useita hyotyja verrattuna aktiivisen joukon
(active-set) menetelmiin laskennallisessa mielessd. Aktiivisen joukon mene-
telmilla on vaikeaa kiyttaéd hyodyksi matriisien Q ja A ominaisuuksia muut-
tamatta suurta osaa menetelmén lineaarialgebran operaatioista. Sisdpiste-
menetelmissd ainoa monimutkainen lineaarialgebran operaatio on lineaarisen
systeemin (33) ratkaisu. Koska lineaarisen systeemin rakenne ja ulottuvuu-
det siilyvat samana iteraatioiden ajan, lineaaristen systeemien ratkaisuun
tarkoitetut algoritmit pystyviat hyodyntamaéaédn taysin systeemin ominaisuu-
det tehtavaa ratkaistaessa.

Algoritmin implementaatioissa voidaan kiayttad sovelluslahtoistéa 1ahestymis-
tapaa, jossa implementoijan on vain luotava koodi faktorisointiin ja (33) sys-
teemien ratkaisuun, joka on optimoitu uuden luokan rakennetta varten. Koo-
dit, jotka implementoivat ylemmaén tason paitoksia kuten parametrin o tai
askelpituuden «, toimivat tehokkaasti useissa (26) sovelluksissa.

Aktiivisen joukon menetelmét vaativat toisaalta huomattavasti vihemman
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laskenta-aikaa kuin sisdpistemenetelmét useissa tapauksissa ja erityisesti "warm
start”-tyylisissé tapauksissa, joissa systeemin rakenteen tuomat edut eivit ole
kovin merkittéavia.

Semidefiniittien ongelmien tapauksessa matriisien symmetrisyysvaatimuksen
sekd muut oletukset luovat rajoitteita tehtaville. Jotta sisdpistemenetelmié
voidaan kiyttaa, taytyy tehdd huomattavia yksinkertaistuksia ja approksi-
maatioita esimerkiksi symmetrisyyden suhteen.

Sisépistemenetelmien kehitys on vauhdittanut myo6s rajoitettujen optimoin-
titehtavien tutkimusta. Kokonaislukuoptimoinnissa sisdpistemenetelmien ke-
hitystd hidastaa SIMPLEX-menetelmén ylivoimainen tehokkuus sen “warm
start’-ominaisuuksien takia.

6 Yhteenveto

Sisépistemenetelmisté on tullut varteenotettava ja kilpailukykyinen vaihtoeh-
to pitkdéan hallinneen SIMPLEX-menetelmén rinnalle ja joissain sovelluksissa
sisdpistemenetelmét toimivat jopa SIMPLEX-algoritmia paremmin.

Semidefiniitin optimoinnin ja lineaaristen komplementaarisuusongelmien tut-
kimus on syventényt ja yhdenmukaistanut rajoitettujen optimointiongelmien
ymmaérrysta. Tutkimus on tuonut parannuksia teoriaan ja algoritmeihin jol-
loin pystytdan ratkaisemaan uudentyyppisid tehtévid vanhoja menetelmié
laajentamalla seké saavuttamaan nopeampia laskenta-aikoja jo tutuille teh-
taville.

Konvekseille tehtaville, joista erityisesti mainittakoon neliollisen optimoinnin
tehtavit, sisdpistemenetelmien tarjoamat mahdollisuudet vaikuttavat lupaa-
vilta. Sisdpistemenetelmit pystyvit hyodyntdméaén neliéllisen ohjelmoinnin
tehtavin rakennetta ja tédten ratkaisemaan ongelman tehokkaasti.

Vaikka kehitys on hidastunut viime vuosina sisdpistemenetelmien parissa, on
se silti mielenkiintoinen tutkimuskohde myd6s tulevaisuudessa.
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