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Kaytetyt symbolit ja lyhenteet

ARD

fMRI

G(a,b)
GFA

Tr
N(p,X)

ROI

Automatic  Relevance  Determination, har-
vuuspriori

Canonical Correlation Analysis, kanoninen korre-
laatioanalyysi

f(X):m odotusarvo

Faktorianalyysi

Functional Magnetic Resonance Imaging, erés ai-
vokuvantamistekniikka

Gamma-jakauma parametreilla a ja b

Group Factor Analysis, ryhméfaktorianalyysi
Yksikkomatriisi

Matriisin jalki

Normaalijakauma odotusarvolla g ja kovarianssil-
la X

Region of Interest, anatomisesti rajattu aivoalue



1 Johdanto

Koneoppimisessa ja tilastotieteessd suurten havaintoaineistojen analysointi
on mielenkiintoinen ongelma. Jokainen havainto koostuu useista muuttujis-
ta, joiden véliset riippuvuussuhteet ovat kiinnostuksen kohteita; havaintojen

avulla tavoitteena on pyrkia loytadméan néita riippuvuuksia.

Usein téllaisen aineiston voidaan ajatella koostuvan jossain méirin erillisis-
td ryhmistd muuttujia esimerkiksi jonkin priori-tiedon mukaan tai sen pe-
rusteella, miten havainnot on keratty. T&lloin on kiinnostavaa tutkia nédiden
muuttujaryhmien vélisid riippuvuuksia seké sitd, mitkd muuttujat ryhmien

sisalla liittyvét ndihin riippuvuuksiin.

Neurotieteellisissé sovelluksissa esimerkiksi aivojen anatomisin perustein eri-
tellyt alueet voitaisiin késitelld téssa esitetylla tavalla muuttujaryhming, jot-
ka koostuvat alueen sisdltdmistd kuvapisteista (vokseleista). Toinen mahdol-
linen tapa jakaa aineistoja muuttujaryhmiin on esimerkiksi tapauksissa, jois-
sa samaa koetta on toistettu usealle henkildlle, ja halutaan loytda aivoista
alueita, jotka koehenkil6illa toimivat samoin. Muuttujaryhmié olisivat talléin

eri koehenkil6iden koko aivojen tai jonkin kiinnostavan alueen vokselit.

Téassa tyosséd tarkastellaan mallia, joka pyrkii loytaméaan edelld kuvattuja
riippuvuuksia useiden datajoukkojen véililla. Malli soveltuu korkeaulotteisen
aineiston késittelyyn myos tapauksissa, joissa havaittujen muuttujien ulottu-
vuus on huomattavasti suurempi kuin havaintojen lukumaéaara. Esimerkkeja
tallaisista tapauksista ilmenee muun muassa funktionaalisen magneettiku-

vaus (fMRI) -datan késittelyssd neurotiedesovelluksissa.

Luvussa 2 esitellddn tyon teoreettista taustaa klassisten mallien kautta ldhes-
tyen niitd bayesilaisesta nakokulmasta. Lisaksi tarkastellaan kirjallisuudessa
esitettyjd malleja aivosignaalien analyysissé. Luvussa 3 esitetdan bayesilainen
ryhmiéfaktorianalyysimalli (GFA), joka yleistdd faktorianalyysin useille da-
tajoukoille muuttujien sijaan. Ryhméfaktorianalyysia sovelletaan luvussa 4
yksinkertaiseen simuloituun kokeeseen seké liséksi todellisen fMRI-aineiston

analyysiin.



2 Taustaa

2.1 Faktorianalyysi ja kanoninen korrelaatioanalyysi

Faktorianalyysi on perinteinen menetelmé, joka etsii riippuvuuksia muuttu-

jien valilld. Havaintojen y,, oletetaan tulevan mallista
Y, = Wzn+”+€n7 (1)

missd z ovat piilomuuttujat ja W latausmatriisi seki p = E[y|. Lataus-
matriisi esittdd, miten alkuperaiset havaitut muuttujat riippuvat mallin pii-
lomuuttujista. Seké kohinatermi e ettd piillomuuttujat z oletetaan korreloi-
mattomiksi. (Hérdle ja Simar, 2003)

Kanoninen korrelaatioanalyysi (CCA) (Hotelling, 1936) on toinen klassinen
menetelmé, joka etsii riippuvuuksia kahden muuttujajoukon (x ja y) valilla.

CCA:ssa haetaan projektiovektoreita w, ja w, siten, ettd w!x ja wgy korre-

T

loivat maksimaalisesti. Néin saatuja muuttujia u; = w;,

x ja vy = w,y sano-
taan ensimmaisiksi kanonisiksi muuttujiksi. Seuraavat kanoniset muuttujat
saadaan etsimélld toisia projektioita, jotka ovat korreloimattomia kaikkien
ailemmin saatujen kanonisten muuttujien kanssa. Toisin sanoen kanonisen
korrelaatioanalyysin tavoitteena on 16ytaa a:lle ja y:lle uusi ortogonaalinen

kanta, jossa uudet muuttujat u; ja v; korreloivat maksimaalisesti.

Merkitsemalld x:n ja y:n kovarianssimatriisin ositusta

by by
3 =cov(z,y) = (EXX EXY) ,
YX YY

CCA voidaan esittdd optimointitehtavana

T

T, _ o0 T
max cor(w, T, w,y) = w, Xxyw,

Wz, Wy
S.e. w;fEXX'wz = 1, (2)
T —
wy Eyywy = 1,

joka saadaan ratkaistua erdédn matriisin ominaisarvotehtévané (Hérdle ja Si-
mar, 2003).



2.2 Bayesilainen lihestymistapa

Tavanomaisessa tilastollisessa mallissa mallin parametreja pidetdan kiintei-
nd mutta tuntemattomina. Parametrit estimoidaan perustuen suurimman us-
kottavuuden menetelméaén, ja parametreille voidaan muodostaa esimerkiksi
luottamusvalejé, mutta niihin ei kuitenkaan suoraan liitetd todennékoisyyk-
sid. Bayesilaisessa mallintamisessa sen sijaan mallin parametrejakin pidetaan

satunnaismuuttujina, joille pyritdan maaradmadan todennédkoisyysjakauma.

Yleisesti bayesilaisessa lahestymistavassa asetetaan mallin muuttujille © joi-
tain oletuksia niin sanottujen priori-jakaumien p(©) avulla. Namé esittavét
etukiteistietoa parametrien mahdollisista arvoista ja siitd kuinka todenné-
koisiné eri arvoja pidetddn. Jos etukéiteistietoa ei ole syyta olettaa, voidaan
parametrille antaa niin sanottu ei-informatiivinen priori, jolla kaikki arvot

ovat yhtéd todennékoisia. Bayesin kaavan

p(Y|©)p(©)
p(Y)

avulla saadaan niin sanottu posteriori-jakauma mallin parametreille, kun on

p(OlY) = (3)

tehty havainnot Y. Posteriori-jakauma kuvaa siis paivitettyéd tietoa mallin
parametreista. Usein ollaan kiinnostuneita esimerkiksi parametrien posterio-

rin odotusarvoista.

Bayesin kaavassa termiéd p(Y |©) sanotaan uskottavuudeksi tai uskottavuus-
funktioksi. Se kertoo, kuinka uskottavia havainnot ovat annetuilla paramet-
reilla ©. Termi p(Y') on mallin niin sanottu evidenssi ja sitd voidaan pitaa
normalisointitermind, silld se ei riipu mallin parametreista. Evidenssi voidaan

kirjoittaa myos muodossa

p(Y) = / p(Y,0)d6 = / p(Y|0)p(©)de. (4)

Tama integraali on kiytannossa usein mahdotonta laskea analyyttisesti, jol-
loin joudutaan kayttdmaéaédn joitain approksimatiivisia menetelmia. Eras me-

netelmé esitetdan kappaleessa 3.2.

My6s kanoninen korrelaatioanalyysi voidaan muotoilla probabilistisen tulkin-

nan kautta tdysin bayesilaisena mallina, kuten Wang (2007) ja Virtanen et al.
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(2011) ovat esittédneet. Muun muassa Luttinen ja Ilin (2010) ovat esitténeet
bayesilaisen faktorianalyysimallin. Yhteistd néille ja vastaaville bayesilaisil-
le malleille on se, etté niissd saadaan tehtyd automaattista mallin valintaa
tarvittavien piilomuuttujien lukuméiran suhteen hyédyntden automaattis-
ta relevanssin madritysta (ARD, automatic relevance determination, Mackay

(1995); Bishop (2006)).

2.3 Malleja neurotieteessa

Funktionaalinen magneettikuvaus (fMRI) perustuu veren happitasosta riip-
puvan (BOLD, blood-oxygen-level-dependent) signaalin mittaamiseen. Muu-
tokset signaalissa ovat yhteydessd aivotoimintaan ja vaste adrsykkeeseen né-

kyy signaalissa vasta useiden sekuntien kuluttua. (Logothetis et al., 2001)

Tavanomainen fMRI-aineiston analyysi perustuu yleisten lineaaristen mallien
soveltamiseen. Jokaiselle vokselille sovitetaan erikseen malli, jossa selittéji-
néd ovat koeasetelman eri tiloja vastaavat muuttujat seka tyypillisesti mui-
ta esimerkiksi signaalitason systemaattisen vaihtelun poistamiseksi tarvitta-
via muuttujia. Sovitetuille malleille voidaan tehdé tilastollisia testeja, joilla
voidaan muun muassa selvittdd, onko jokin koeasetelman &rsyke tilastolli-
sesti merkitseva selittdjéi tietyn vokselin aktiivisuudessa. Koska tilastollisia
testeja tehdédan jokaiselle vokselille erikseen, tarvitaan p-arvoille tiettyja kor-
jauksia gaussisten satunnaiskenttien teoriaan (Gaussian random field) perus-
tuen, silla lahekkaiset vokselit ovat korreloituneita. Tulokset havainnolliste-
taan piirtamaélla testisuureiden arvot esimerkiksi MRI-poikkileikkauskuvien
paélle. (Friston et al., 1994)

Vastakohtana edella esitetylle ldhestymistavalle on soveltaa aineistoon erilai-
sia monimuuttujamenetelmia, jotka kasittelevit useita tai kaikkia vokseleita
kerralla. Yksi ldhestymistapa on soveltaa aineistoon erilaisia luokittelumene-
telmid, jotka pyrkivat 16ytdméaan vokseleista sellaisia ryhmié, jotka pystyvét
parhaiten erottelemaan esimerkiksi eri drsykkeisiin liittyvat aktivaatiot ai-
voissa. (Norman et al., 2006; Pereira et al., 2009)

Luokittimien lisdksi muun muassa kanonista korrelaatioanalyysia ja fakto-



rianalyysia on sovellettu fMRI-aineistoihin. Deleus ja Hulle (2011) ovat esit-
tdneet usealle datajoukolle yleistetyn CCA-mallin, jota he sovelsivat aivoa-
lueiden vélisten riippuvuuksien tutkimiseen. Tavallista faktorianalyysid ovat
soveltaneet ainakin Peterson et al. (1999), jotka faktorianalyysin avulla tutki-
vat aivojen funktionaalista konnektiivisuutta; suuret lataukset samassa fak-

torissa vastaavat aivoalueiden funktionaalisia yhteyksia.

3 Ryhmafaktorianalyysi

Téassa osiossa esitetddn ryhmaéfaktorianalyysi-mallin muotoilu sekd mallin
parametrien ja piilomuuttujien posteriorijakauman approksimointi kiayttaen

yleistd bayesilaista variaatioapproksimaatio-menetelméé. (Virtanen et al.,
2012)

3.1 Malli

Ryhméfaktorianalyysi (Group Factor Analysis, GFA, Virtanen et al. (2012))
voidaan néhdé sekd CCA:n ettd faktorianalyysin yleistyksend. GFA kahdella
datajoukolla ratkaisee CCA-ongelman (Virtanen et al., 2011), ja useammalla
joukolla sitéd voidaan hyvin verrata moniin muihin CCA:n yleistyksiin monille
datajoukoille. Ryhméfaktorianalyysin etu moniin muihin yleistyksiin ndhden
on se, ettd GFA etsii my6s komponentteja, joiden ei tarvitse esiintyé jokaises-
sa datajoukossa. GFA:n voi my6s ndhdéa faktorianalyysin yleistyksené, jossa

yksittaisten muuttujien sijaan kasitellaan useita datajoukkoja.

Useista datajoukoista peraisin oleva data kootaan yhteen datamatriisiin Y

siten, etté erilliset datamatriisit yhdistetdan muuttujittain
Y = [Y17Y27'H JYM]7

missi jokainen Y, € RN*Pm_ Merkitdsin D = En]\le D,,, jolloin matriisin
Y koko on siis N x D. Nain muodostetulle datamatriisille voidaan esittia
generatiivinen malli

Y, ~ Wz, (5)
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Om

B

Kuva 1: Graafinen malli ryhméfaktorianalyysistd. Nuolet kuvaavat muuttu-

jien ehdollisia riippuvuussuhteita.

missé z, on mallin piilomuuttuja sekdd W projektiomatriisi, joka kuvaa piilo-
muuttujat havaituille muuttujille. Tdmé& on analoginen tavanomaisen fakto-
rianalyysin (kaava (1)) kanssa, kun oletetaan datan olevan nollakeskiarvoista.

Mallin uskottavuusfunktio

p(Y10) = [[N(y,|Wz,, diag(T) ") (6)

n=1
olettaa havaintojen y,, olevan riippumattomia. Lisdksi matriisi diag(7) sisél-
taa diagonaalilla jokaista datajoukkoa m vastaavan parametrin 7, toistettu-
na D,, kertaa, eli jokaisella muuttujalla datajoukon sisalléd on sama varianssi.

Muuttujille 7,,, ja z, asetetaan yksinkertaisesti priorit

p(za) =N (2,]0,1),

p(Tin) =G(Tmla, b),
missé 7,,:lle asetetaan ei-informativiinen priori valitsemalla hyperparamet-
rien arvoiksi pieni luku, kuten 10~*. Monimutkaisempi korreloiva kohinara-
kenne yhden datajoukon sisélld mallinnetaan eksplisiittisesti mallin mukai-
silla piilomuuttujilla.
Piilomuuttujat sinallaédn ovat kaikille datajoukoille yhteisia. Datajoukkojen
véliset riippuvuudet mallinnetaankin valitsemalla projektiomatriisille W so-

piva rakenne, joka valitsee, miten kukin piillomuuttuja selittda datajoukko-

jen valisia yhteyksid. Tapauksessa M = 2 projektiomatriisin W rakenne on
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helppo havainnollistaa seuraavasti

W, Vi 0
W = b . (7)
W, 0 V,

Matriisin ositus on valittu siten, ettd matriisit W,,, m = 1,2, vastaavat ri-
veiltddan alkuperiisia datamatriiseja Y ,,,. Lisdksi huomataan, ettd matriisit
W, vastaavat niitd piilomuuttujia tai komponentteja, jotka ovat aktiivisia'
molemmissa datajoukoissa, ja vain toisessa datajoukossa esiintyvid kompo-
nentteja vastaavat matriisit V,,,. Kun M > 2, lisdtd4n matriisiin (7) sarak-
keita, joissa aktiivisena on kaikki paitsi yksi tai useampi datajoukko. Mahdol-
listen kombinaatioiden lukumééré kasvaa eksponentiaalisesti datajoukkojen
méaaran funktiona, joten on téirkedé, ettd malli kykenee huomioimaan tadmén

seikan ja valitsemaan automaattisesti oikean harvuusrakenteen.

Taméa harvuus saadaan mallinnettua asettamalla matriisin alkioille auto-

maattinen relavanssin mééritys (ARD) -priori

pWle) = T] T TN (s (@10, 050, ®)
p(0tm) = Gctmilao, o), ©)

missé wy, (d) viittaa datajoukon m muuttujan d painoon komponentissa k,
ja kaikilla joukon m muuttujilla on yhteinen parametri a,, ;. K on kom-
ponenttien suurin mahdollinen lukumééré, jotka malli voi loytaa. Edelleen
oy k11 priori asetetaan ei-informatiiviseksi valitsemalla hyperparametrien a,

ja by arvoiksi pieni luku, kuten 107,

Tallaisella ARD-priorilla on taipumus asettaa tarpeettomia W:n sarakkei-
ta tai erityisesti vain tiettyja datajoukkoja vastaavat osat naistéd sarakkeista
nollaan tai hyvin pieneen arvoon, kun vastaava o, — oo. Talléin saa-
daan aikaan kaavassa (7) esitetty harvuusrakenne. Pieni o, ;:n arvo toisaal-
ta kertoo, ettd komponentti k£ on aktiivinen datajoukossa m. Malli kykenee
siis automaattisesti valitsemaan seké oikean maaran komponentteja kokonai-

suudessaan ettd komponenttien jaon eri datajoukkojen osajoukoille, kunhan

! Aktiivisuudella tarkoitetaan, ettd kyseinen komponentti selittié vaihtelua datajoukon

muuttujissa.
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komponenttien maksimiméa#ara K on valittu riittdvan suureksi. ARD:ta on
kéytetty useissa erityyppisissa malleissa onnistuneesti muun muassa kompo-
nenttien lukuméérin tai piirteiden automaattiseen valintaan (Bishop, 2006;
MacKay et al., 1994; Tan ja Févotte, 2009).

Malli on my6s mahdollista esittéa graafisesti, kuten kuvassa 1. Graafissa sol-
mut ovat mallissa esiintyvid satunnaismuuttujia ja suunnatut kaaret kuvaa-
vat suoria ehdollisia riippuvuuksia. Esimerkiksi, jos graafissa solmusta A on
suunnattu kaari solmuun B, josta edelleen on kaari solmuun C, muuttujien
A B ja C yhteisjakauma faktoroituu kuten p(A, B, C') = p(A)p(B|A)p(C|B).
(Barber, 2012; Bishop, 2006)

3.2 Variaatioapproksimaatio

Kuten GFA:n tapauksessa, usein posteriorin p(©|X) analyyttinen ratkaise-
minen ei ole mahdollista. On kuitenkin olemassa useita approksimatiivisia
menetelmid posteriorin maérittamiseksi, kuten erilaiset otanta- ja variaatio-
menetelmét (Bishop, 2006).

Téssé tyossa tarkastellussa variaatioapproksimaatiossa oletetaan posteriorille

faktorisaatio .
p(O]X) ~ q(©) = [ a:(6:), (10)
i=1

misséd 6;:t ovat jokin ©:n pistevieras jako k:n osaan sekd g;(6;):t niitd vas-
taavat approksimatiiviset jakaumat. Usein g;:sta jatetdan alaindeksi pois, ja
vain parametri 6; kertoo, mista jakaumasta on kyse. Tavoitteena on siis rat-
kaista jakaumat ¢;, ensiksi méaarittelemalla suure jakaumien eroavaisuudelle

ja sitten minimoimalla tdma ero.

Maaritelladn jakaumille ¢ ja p Kullback-Leibler —divergenssi

= — z) lo M T
Dislallp) = = [ ate)tog B, (1)

joka on erddnlainen etdisyys jakaumien ¢ ja p vélilla. Se ei ole symmetrinen

eikd muutenkaan toteuta tavanomaisia etédisyysmitan ominaisuuksia, mut-
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ta on silti hyddyllinen suure approksimoinnissa, kun halutaan loytaa paras

approksimaatio ¢(©).

Kaavassa (4) mééritellyn evidenssin logaritmi voidaan esittdd muodossa

log p(X) = L(q) + Drr(qllp),

£ = [ a(©)os pg((é?)dG (12)

on alaraja log-evidenssille, silla

L(q) + Dgr(qllp) = /Q(@) {log p(q)(((l)()a) +log p(q(é(?))()

_ o p(X,0)
B /Q(@)l gp(@\X)d@

= /q(@) log p(X)dO = log p(X)
ja Dgr(qllp) > 0. KL-divergenssin minimointi on siis ekvivalenttia alarajan
L(q) maksimoinnin kanssa, koska log p(X):m arvo ei riipu faktorisaatiosta q.

Merkitaan mielivaltaista 6;:ta yksinkertaisesti y:11a ja loppuja 6;:ta pelkalla
¢:1la. Approksimaatio on nyt siis muotoa ¢(0) = q(y,0) = q(y)q(6). Derivoi-

malla (12) ¢(y):n suhteen ja asettamalla se nollaksi saadaan

OE /q(9) [L/Q(?/) logMdy} do

dq(y) dq(y) q(0)q(y)
B og PX:9:0) _
= faw [Ig 10)a(v) 1} W=0

mista ryhmitteleméalld ja ottamalla log ¢(y) integraalista ulos saadaan

logq(y) = / q(0) log p(X,y, 0)do + vakio,

jossa vakioon on keratty y:std riippumattomia termeja. Lisdksi taytyy huo-
mioida rajoitusehto [ ¢(y)dy = 1, jotta se esittdd todennidkoisyysjakaumaa;

normalisointitermi voidaan sisdllyttaa edellisessé kaavassa olevaan vakioon.

Funktionaalin (12) maksimiksi saadaan siis
log q(6;) = E;4[log p(X, ©)] + vakio, (13)
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missé vakio saadaan tavallisesti ilman suoraa laskemista tunnetun jakau-
man normalisointitermisté (Bishop, 2006). Approksimaatio ¢(6;) saadaan siis
laskemalla odotusarvo yhteisjakauman p(X, ©) logaritmista kaikkien ¢(6;)-
jakaumien, j # ¢, suhteen. Se on KL-divergenssin mielessé paras muotoa (10)

oleva approksimaatio.

Kéaytannossa (13) ei ole vield suora analyyttinen ratkaisu, silld jakaumien
q(6;) parametrit riippuvat yleisessd tapauksessa liian vaikealla tavalla odo-
tusarvoista muiden jakaumien suhteen. Kuitenkin alustamalla kaikki para-
metrit joihinkin arvoihin (esimerkiksi satunnaisesti) ja kiyttdmaélla aina sen
hetkisid arvoja (13):n laskemiseen vuorotellen kaikille ¢ € {1,..., K} seki
toistamalla tatd, kunnes (12)m arvo ei endéd muutu, saadaan toimiva algorit-

mi posteriorin approksimaation 16ytdmiseksi (Bishop, 2006).

3.2.1 Approksimaatio GFA:lle

GFA:lle voidaan tehda seuraava faktorisaatio

anm Tm] qud]qun (1)

missd «,, on datajoukkoa m vastaavat ARD-parametrit, D = Zi\le D,,

kaikkien datajoukkojen dimensioden summa ja w, projektiomatriisin W
d. rivi (Virtanen et al., 2012). Esimerkiksi piillomuuttujille saadaan ratkaistua

approksimatiivinen jakauma

Q(zn) = N('zn“‘l’znazzn)?
! = I+)) E[m]E[WLW,],
I’l’zn = Ezn Z ]E [Tm] E [Wg} ymrw
missé y,,, on m. datajoukon n. ndyte. Lisdksi téstd on helposti nahtavissa
riippuvuus toisten jakaumien odotusarvoista, kuten E [7,,,], samalla tavalla

kuin edellisessé kappaleessa esitettiin.
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Virtanen et al. (2012) esittdéd tavallisten péivitysten lisdksi alarajan (12)
maksimoinnin piilomuuttujien rotaation R suhteen. Taméa voidaan teh-
dé, koska mallin uskottavuus on invariantti tdmén muunnoksen suhteen:
W*z* = (WR)(R 'z) = Wz. Luttinen ja Ilin (2010) esittiviit vastaa-
van rotaation optimoinnin mydés toiselle faktorianalyysimallille. Sieventdmal-

14 saadaan maksimoitavaksi funktioksi

M K
1 Dy,
L=—3 Tr(R'E[Z"Z|R")+ Clog |R| - ) _ — " log [[rrEWiW,]r,
m=1 k=1

missd 7, ovat matriisin R sarakkeita ja ¢ = D — N. Rotaation optimoin-
nin hyoty on paaasiassa nopeammassa konvergenssissa. Maksimoinnissa hyo-
dynnetddn tavanomaista rajoittamattoman optimoinnin rajoitettua Broy-
den-Fletcher-Goldfarb—Shannon (L-BFGS) -menetelmid (Liu ja Nocedal,
1989).

4 Kokeet

Téssé osiossa havainnollistetaan ryhméfaktorianalyysin kiyttod data-analyysissé
soveltamalla menetelméd yksinkertaisiin simuloituihin aineistoihin. Kokeissa
kiytetdin R-ohjelmointikielelld toteutettua® variaatioapproksimaatiota ryh-
méfaktorianalyysille sekd R:n omaa toteutusta tavallisesta kanonisesta kor-

relaatiosta (cancor).

4.1 Simuloitu aineisto

Kahdella datajoukolla GFA:sta saadaan erikoistapauksena toteutus bayesi-
laisesta CCA:sta. Tésséd kokeessa on tavoitteena nayttad, ettd simuloidulla
matalaulotteisella aineistolla GFA ja CCA loytéavat hyvin samankaltaiset rat-

kaisut ja havainnollistaa tdméan avulla sitd, ettd malli toimii oikein.

Aineisto on luotu siten, ettd piilomuuttujia on seitsemén kappaletta, joista

kaksi ensimmaéista ovat erivaiheisia sinikomponentteja ja loput riippumatto-

2Toteutus saatavilla osoitteesta http://research.ics.tkk.fi/mi/software/gsCCA/.
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mia naytteitd normaalijakaumasta. Kaikki 7 piilomuuttujaa on esitetty ku-

vassa 2.

Datajoukot muodostetaan néaistd piilomuuttujista projektiomatriisin W
avulla lisiten normaalijakautunutta kohinaa variansseilla 7! = % Projektio-
matriisi on muodostettu riippumattomasti normaalijakautuneista satunnais-
luvuista siten, ettd kolme ensimméista piillomuuttuja valitaan kummallekin
datajoukolle yhteisiksi, ja lopuista neljasté kaksi ovat spesifejd ensimmaiselle
datajoukolle ja kaksi toiselle. Datajoukkojen dimensioksi valitaan ensimmaéi-

selle datajoukolle 20 ja toiselle 15. Projektiomatriisi on esitetty kuvassa 3.

Sekda GFA ettd CCA kykenevit 16ytdméaéan simuloidusta aineistosta todelliset
jaetut komponentit, kuten kuvissa 2 ja 4 nédytetddn. GFA 16ytaé lisdksi kum-
mankin datajoukon sisdisté vaihtelua selittdvat komponentit, mitd CCA ei
edes pyri etsiméd#an. Kanonisista muuttujista on valittu kolmea suurinta ka-
nonista korrelaatioita vastaavat muuttujat, silld neljds korrelaatio poikkeaa

jo melko paljon naisté kolmesta eli loput korrelaatiot eivét ole kiinnostavia.

Kolmen jaetun komponentin korrelaatiot todellisten ja estimoitujen vélilla
ovat GFA:1la 0.93, 0.94 ja 0.98. CCA:lla vastaavasti kanonisten muuttujien
keskiarvojen ((u; + v;)/2) korrelaatiot todellisten komponenttien kanssa ovat
0.86, 0.91, 0.96. GFA kykenee 16ytamaan todelliset komponentit jonkin ver-
ran paremmin. Kuvassa 3 on esitetty sekd todelliset ettd menetelmien esti-
moimat projektiomatriisit kummallekin datajoukolle. GFA:n projektiot néyt-
tavat olevan lahempéné todellisia projektioita kuin CCA:n. CCA:kin 16yta&

joka tapauksessa useita oikeita painoja.

4.2 fMRI-data

fMRI-aineistossa (Keller et al., 2001) koehenkildille néytettiin toistetuissa
kokeissa aluksi ensimmaéinen arsyke, joka oli joko lause tai kuva, minké j&l-
keen #rsyke poistettiin neljan sekunnin kuluttua. Edelleen neljan sekunnin
kuluttua néytettiin toinen arsyke, lause tai kuva riippuen ensimmaéisesta ar-
sykkeestd, mita naytettiin kunnes nelja sekuntia tayttyi tai koehenkilo painoi

nappia, joka merkitsi, ettd kuva vastasi annettua lausetta. Jokaisen kokeen
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loppuun liséttiin vield 15 sekunnin lepoaika. Koehenkil6ltd mitattiin yhteen-
sé 40 edella kuvattua koetta ja lisdksi 10 koetta, joissa koehenkilt lepési tai

katsoi kiinnitettyé pistetta.

Aika jokaisen fMRI-kuvan vélilld on 500 millisekuntia, joten jokainen koe
koostuu yhteensd noin 55 kuvasta. Kuvaus rajoitettiin vain osaan koko ai-
voista ja kussakin kuvassa on 4698 vokselia, jotka voidaan jakaa 25 anatomi-
sesti erilliseen alueeseen (region of interest, ROI). Kokoamalla koehenkilén

kaikki kokeet saadaan yhteensa 2746 perakkaista kuvaa.

Soveltaessa aineistoon ryhmaéfaktorianalyysia, jokainen ROI voidaan asettaa
omaksi datajoukokseen mallin formulaatiossa. Tall6in tavoitteena on 16ytaé
komponentteja, jotka selittavat eri aivoalueiden toiminnan yhtenevéisyyksia.
Liséksi analyysi saattaa paljastaa tietoa ROI:n siséisestd rakenteesta ja toi-
minnasta. Muun muassa Deleus ja Hulle (2011) ovat esittdneet vastaavan

koeasetelman monelle datajoukolle yleistetylla CCA-mallilla.

GFA ajettiin aineistolle kiyttden K = 100 komponenttia, joista 45 kom-

ponenttia jai selvésti aktiivisiksi loppujen mennessa nollaan. Kuvassa 5 on
1

T2

ok jotka kuvaavat komponentin k

esitetty matriisi, jonka alkioina on arvot «
paalldoloa datajoukossa (ROI) m, jirjestettyni sarakevektorien normin mu-
kaisesti. Kuvasta voi selvisti havaita, ettd GFA 16ytda aineistosta joitakin
komponentteja, jotka ovat aktiivisia vain pienessd joukossa rajattuja aivoa-
lueita. Osa komponenteista on myds aktiivisia joko melkein kaikissa tai vain
yhdessé ROlI:ssa. Liséksi liitteessé A esitetyissd kuvissa on piirretty vokselei-
ta vastaavat painot valituille komponentille. Kuviin on valittu sellaisia po-
tentiaalisesti mielenkiintoisia komponentteja, joissa on aktiivisena vain muu-
tamia erilaisia aivoalueita, ja niista voi havaita, ettd 16ydetyt painot jakautu-
vat avaruudellisesti jokseenkin siledsti, mikd on odotettavaa fMRI-aineiston

tapauksessa.

Tulosten tarkempi tarkastelu taytyy jattaa tdman tyon ulkopuolelle, sillé té-
mén kokeen tavoitteena oli vain soveltaa ryhméfaktorianalyysia todelliseen
aineistoon ja havainnoida, ettd GFA kykenee l6ytdaméén komponentteja, jot-

ka jollain tavalla selittavit usean aivoalueen valisiéd riippuvuuksia.
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5 Yhteenveto

Téssé tyossa tarkasteltiin ryhmaéfaktorianalyysié, joka on malli useiden da-
tajoukkojen vélisten riippuvuuksien l6ytamiseksi. Mallia ldhestyttiin klassis-
ten mallien, faktorianalyysin ja kanonisen korrelaation, nédkokulmasta seké
esittdmalld lyhyesti bayesilaisen mallintamisen perusperiaatteet. Ryhméfak-
torianalyysi muotoiltiin bayesilaisena mallina maarittelemalld sen paramet-
reille ja piilomuuttujille priori-todennékoéisyysjakaumat. Bayesilaisen mallin
posteriorin laskemiseksi esitettiin variaatiomenetelméan perustuva approksi-
maatio, jossa oletetaan, ettd posteriori voidaan esittda tulona riippumatto-

mia todennakoisyysjakaumia.

Ryhmafaktorianalyysid sovellettiin yksinkertaiseen simuloituun aineistoon
seké todelliseen aivokuvantamissovellukseen. Molemmissa kokeissa saatiin
kvalitatiivisesti hyvia tuloksia. Olisi mielenkiintoista kasitelld tarkemmin tés-
sé tyossa kdytetylla tai muulla vastaavalla fMRI-aineistolla saatavia tuloksia
ja selvittaa, pystytaanko ryhméfaktorianalyysin avulla 10ytdmaén aineistosta

jotain neurotieteellisesti merkittavia tuloksia.
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Kuva 2: Vasemmalla todelliset simuloidut piilomuuttujat ja oikealla estimoi-
dun mallin piillomuuttujien odotusarvo naytteiden funktiona. Kuvaajista voi
havaita, ettd malli on invariantti etumerkkien suhteen eli jotkin estimoidut
muuttujat pitaisi kertoa —1:114. Estimoidut muuttujat on jarjestetty manuaa-

lisesti luettavuuden helpottamiseksi vastaamaan parhaiten todellisia muut-
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Projektiot
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Kuva 3: Todellinen projektiomatriisi seki GFA:n ja CCA:n 16ytamét pro-
jektiot. GFA selvésti 10ytaé oikeat projektiot komponenteille, mutta CCA:n
projektiot ovat hieman erilaisia. Laatikoiden koko kuvaa luvun suuruutta
ja véri etumerkkid (Hinton-diagrammi). Tyhjit sarakkeet vastaavat kompo-
nentteja, jotka ovat toiselle datajoukolle ominaista vaihtelua ja joita ei CCA

pyri edes 16ytamaan.
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CCA:n kanoniset muuttujat

Yhteiset todelliset piilomuuttujat
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Kuva 4: CCA:n antamat kolme ensimmaéistéd kanonista muuttujaa (punainen
ja vihred) ja niiden keskiarvot (musta). Vertailun helpottamiseksi todelliset

yhteiset piillomuuttujat esitetty oikealla.

ROI:n aktiivisuudet eri komponenteissa
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Kuva 5: Eri aivoalueiden (ROI) aktiivisuudet eri komponenteissa. Suuri arvo

merkitsee, ettd komponentti selittdd ROI:n vokselien aktiivisuutta.
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A Kuvia fMRI-kokeeseen

Seuraavissa kuvissa on esitetty GFA-komponentteja vastaavat painovektorit
piirtamalld jokainen vokseli varilla, joka vastaa painon itseisarvoa. Vokse-
lit voidaan esittad kahdeksalla poikkileikkauskuvalla aivoista. Kylméat vérit
kuvaavat pienia itseisarvoja ja lampimét varit suuria; vaaleansininen ja si-
td lampimammat varit ovat merkittavasti nollasta poikkeavia lukuja, silla
jokaiselle vokselille on annettu pieni positiivinen arvo, jotta ne erottuisivat

taustavarista.

Komponentti 2
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Komponentti 8

Komponentti 19
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