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Lineaaristen kokonaislukutehtévien joukolla on kasvava osuus matemaattisten
optimointiongelmien parissa. Monet aikataulutus-, kuljetus- ja resurssienhallin-
taongelmat ovat esimerkkeja kokonaislukuoptimoinnin tehtavista.

Téassé kandidaatintyossi tutkitaan trimmitysongelmaa (cutting stock problem),
joka on erés kustannusten minimointiin liittyva kokonaislukuoptimoinnin tehtéva.
Tamén ongelman ratkaisemiseksi esitellddn simplex-menetelmin sekd branch-
and-bound-algoritmin toimintaperiaatteet.

Numeerisessa osuudessa varsinaisen kokonaislukutehtdvin ratkaisemisen si-
jasta tutkitaan LP-relaksaation, eli tehtdvin jossa kokonaislukurajoitukset on
poistettu, ratkaisemista. LP-relaksaation tarkastelu on perusteltua, silli sen
ratkaisu tarjoaa alarajan kokonaislukutehtdvin ratkaisulle, mikd helpottaa al-
kuperdisen ongelman ratkaisemista. LP-relaksaation ratkaiseminen toteutetaan
kiyttden seké sarakkeita generoivaa algoritmia (column generation algorithm) et-
ta brute-force-menetelméas. Molemmat menetelmét esitelladn trimmitysongelman
késittelyn yhteydessa.

Menetelmien tehokkuutta vertailtiin tutkimalla erilaisten instanssien ratkai-
semiseen kulunutta laskenta-aikaa. Saatujen tulosten perusteella todettiin, ettd
brute-force-menetelmé oli parempi pienen kokoluokan tehtévissd, kun taas sa-
rakkeita generoiva algoritmi ratkaisi suuren kokoluokan tehtdvit nopeammin.
Sarakkeita generoiva algoritmi ratkaisi myos sellaiset tehtévét, joita brute-force ei
kyennyt ratkaisemaan ennalta maarattyyn aikarajaan mennessa.

Avainsanat: lineaarinen ohjelmointi, sarakkeita generoiva algoritmi, brute-
force-menetelmé, trimmitysongelma, simplex-menetelmé, branch-
and-bound-algoritmi.
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1 Johdanto

Tarkastellaan kauppamatkustajaa, jonka pitda vierailla tietyssd méaaréssa kaupunke-
ja ja palata lopulta lahtokaupunkiinsa, siten ettd kussakin kaupungissa tulee vierail-
tua tdsmélleen kerran. Oletetaan liséksi, ettéd etéisyys kustakin kaupungista toiseen
on tiedossa. Kysymys kuuluu, missa jarjestyksessa kaupungit kannattaa vierailla,
jotta kuljettu kokonaismatka olisi mahdollisimman lyhyt. Téméan kauppamatkusta-
jan ongelmana (travelling salesman problem) tunnetun kokonaislukutehtévin rat-
kaiseminen on osoittautunut kuitenkin yllattavin vaikeaksi ongelman yksinkertai-
sesta kuvauksesta huolimatta: ei ole 10ydetty ratkaisualgoritmia, jonka laskenta-aika
ei kasvaisi eksponentiaalisesti kaupunkien lukuméérdan suhteen (Woeginger, 2003).
Kéaytannosséa joudutaan siis tyytymaéan ei-optimaalisiin ratkaisuihin.

Monissa kokonaislukutehtévissé, joiden ratkaiseminen on yhta vaikeaa kuin kaup-
pamatkustajan ongelman ratkaiseminen, paatésmuuttujien méaéré voi olla niin suuri,
ettei tehtavan kasitteleminen sellaisenaan ole mahdollista. Monesti ndissa tehtéavissa
suurin osa paatosmuuttujista ei kuitenkaan vaikuta optimiratkaisuun. Tunnistamal-
la tallaisia muuttujia saadaan tehtédvan kokoa rajattua ja nédin ollen laskenta-aikaa
parannettua.

Téssé kandidaatintyossd tarkastellaan trimmitysongelmana (cutting stock
problem) tunnettua kokonaislukutehtévia, jossa tilanne on paatésmuuttujien osalta
edelld kuvatunlainen. Tarkoituksena ei ole maarittda optimaalista kokonaislukurat-
kaisua vaan tarkastella tehtavan LP-relaksaatiota, eli tilannetta jossa sallitaan myos
ei-kokonaislukuratkaisut. Tadma on mielekésté, silla LP-relaksaation ratkaisu tarjo-
aa kokonaislukutehtévin ratkaisulle alarajan, miké helpottaa alkuperéisen ongelman
ratkaisemista.

Relaksaation ratkaisemista varten esitelldén sarakkeita generoiva algoritmi (co-
lumn generation algorithm), joka tarkastelee aluksi vain osaa paétosmuuttujista li-
siaten niiden maaraa tehtavissa yksi kerrallaan, siten etta tehtdvin ratkaisu paranee
koko ajan. Aina kun uusi padtosmuuttuja lisdtdén, kasvaa myos rajoitusmatriisin
koko yhdella sarakkeella, mistd seuraa menetelmén nimi. Algoritmi toteutetaan ko-
konaislukuoptimointiin erikoistuneella CPLEX-ohjelmistolla.

Toinen tapa relaksaation ratkaisemiseen on optimoida kohdefunktiota kaikkien
paatosmuuttujien ja niiden madarddmén rajoitusmatriisin suhteen. Tésta vaihtoeh-
toisesta ratkaisutavasta kdytetddn téssd tyOssd nimed brute-force-menetelmé, ja se
toteutetaan numeeriseen matriisilaskentaan perustuvalla MATLABilla.

Téamén kandidaatintyon aiheena on vertailla sarakkeita generoivan algoritmin ja
brute-force-menetelmén ratkaisuaikoja trimmitysongelman relaksaation ratkaisemi-
sessa, kun tehtavian kokoa muutetaan.



2 Lineaarisen ohjelmoinnin tehtava

Lineaarisen kohdefunktion optimointia lineaaristen rajoitusehtojen suhteen kutsu-
taan lineaariseksi ohjelmoinniksi. Kyseinen aihealue on erittédin keskeinen optimoin-
nin osa-alue, silld useat yritysmaailmaa kiinnostavat asiat kuten suunnittelu-, tuotanto-
ja kuljetusongelmat voidaan mallintaa lineaarisella ohjelmoinnilla. Lisédksi jotkut
kokonaislukuoptimoinnin algoritmit, kuten luvussa 5 esiteltdva branch-and-bound-
algoritmi, ratkaisevat tehtévin sarjana lineaarisia tehtavia.

Yleinen lineaarisen ohjelmoinnin minimointitehtévi on muotoa

z = min fy

s.e. Dy >b. (2.1)

Sovellusten kannalta on tarkedd huomata, ettd muuttuja y voidaan esittdd kahden
ei-negatiivisen muuttujan avulla: y = y™ —y~, missia y* > 0 jay~ > 0. Epiyhtalo-
rajoitus Dy > b voidaan puolestaan esittda yhtalorajoituksena ylijaamamuuttujan
s~ > 0 avulla asettamalla Dy — s~ = b. Jos epéyhtéalcrajoitus olisi muotoa Dy < b,
puhuttaisiin alijaamamuuttujasta s > 0 ja merkittiisiin Dy + st = b.

Kun ei-negatiiviset muuttujat y*, y~ ja s~ kirjoitetaan pitkdna vektorina x =
[y";y~;s7], saadaan uusia muuttujia vastaavaksi kerroinvektoriksi ¢ = [f; —f; 0]
ja rajoitusmatriisiksi A = [D, —D, I], missd 0 on nollavektori ja I yksikkomatriisi.
Tehtéva voidaan télloin kirjoittaa muotoon

z = min c'x
s.e. Ax=Db, (2.2)
x >0,

mita kutsutaan lineaarisen ohjelmoinnin standardimuodoksi. Muunnos on erittain
hyodyllinen, silla useimmat algoritmit keskittyvét standardimuotoisen formulaation
ratkaisemiseen. Oletetaan jatkon kannalta, ettd A on m X n-matriisi, ¢ ja x n-
vektoreita sekd b m-vektori. Lisdksi vaaditaan, ettd m < n.

Lineaarisen ohjelmoinnin tehtévissa kdypien vektoreiden joukko on aina samaa
muotoa: kiypa alue koostuu hypertasojen ja puoliavaruuksien darellisen monesta
leikkauksesta. Seuraava méaritelmé havainnollistaa leikkausjoukkoa:

Maaritelma 2.1. R™:n osajoukko P on monitahokas (polyhedron), jos se on dérel-
lisen monen puoliavaruuden leikkaus, eli

P ={x€R"|Ax > b}, A € R™" b eR"

Jos lisdksi pétee, ettd x > 0 ja Ax = b, sanotaan monitahokasta standardimuotoi-
seksi.

Jatkossa oletetaan, ettd monitahokas sisdaltdd vahintdan kaksi pistettd, ja lisdksi
kiytetddn seuraavaa notaatiota: A; on matriisin j. sarake ja a] matriisin 4. rivi.

Monitahokkaan ominaisuuksien tarkastelemiseksi otetaan esille konveksin joukon
méaaritelmaé:



Maaritelméa 2.2. Joukko S C R™ on konwveksi, jos Vx,y € S, ja VA € [0, 1], pétee,
ettd Ax+ (1 — Ny € S.

Geometrisesti konveksisuus tarkoittaa sité, etta jos joukon kahden eri pisteen vé-
lille piirretdén jana, niin silloin myos janan kaikki pisteet kuuluvat kyseiseen jouk-
koon. Osoittautuu, etté lineaarisen kohdefunktion lokaali optimi on konveksissa jou-
kossa my®s globaali optimi (Shimizu 1997, 65), jolloin tarvitsee tutkia vain ratkaisun
lahiymparistoa. Edelld olevan perusteella on syyta esittaé

Lause 2.1. Jokainen monitahokas P on konveksi joukko.

Todistus. Osoitetaan aluksi, ettd konveksien joukkojen leikkaus on konveksi. Olkoon
{Si}ic; kokoelma konvekseja joukkoja S;, missé I on mielivaltainen indeksijoukko.
Jos X,y € (;e;Si C S, niin mééritelmén 2.2 perusteella Ax + (1 — N)y € S,
VA € [0,1]. Koska Ax + (1 — A)y € S; Vi € I, niin Ax + (1 — \)y € (), 5, mista
seuraa ettd ., S; on konveksi.

Oletetaan seuraavaksi, ettd a; on monitahokkaan P rajoitusmatriisin A 7. vaa-
kavektori ja b; vektorin b i. alkio. Jos nyt x ja y kuuluvat epéyhtilon ajx mééritté-
méén puoliavaruuteen, pétee ettd, ajx > b; ja ajy > b;. Télloin aj(Ax+ (1 - N)y) >
Ab; + (1 — A\)b; = b; YA € [0, 1], misté seuraa puoliavaruuden ajx > b; konveksisuus.
Maaritelmén 2.1 mukainen monitahokas voidaan kirjoittaa ekvivalentissa muodossa
P = {x e R"|N2, {aix > b} }, mistéd seuraa P konveksisuus. O

Monitahokkaan "karkipisteiden"eli niiden pisteiden, jotka maaraytyvét yksikasittei-
sesti hypertasojen ja puoliavaruuksien leikkauksista, kutsutaan aéripisteiksi. Seu-
raava madritelmé antaa naille pisteille konstruktion:

Maaritelma 2.3. Vektori x € P on monitahokkaan P ddripiste, jos ei 16ydy kahta
x:sté poikkeavaa vektoria y,z € P ja skalaaria A € [0, 1], siten ettd x = A\y+(1—\)z.

Téamén geometrisen maaritelman esittdmistd voidaan pitaé oleellisena, silla aaripis-
teet ja LP-tehtévin kantaratkaisut osoittautuvat ekvivalenteiksi késitteiksi (Bertsi-
mas 1997, 50-52).



3 Simplex-menetelma

Simplex-menetelmé on standardimuotoisen LP-tehtévin ratkaisemiseen kehitetty al-
goritmi, jonka George Bernard Dantzig esitti vuonna 1947 (Dantzig 1951). Algorit-
min ideana on liikkua monitahokkaan daripisteestd toiseen, kunnes optimaalinen
ratkaisu saavutetaan.

3.1 Kantaratkaisut

Kiinnostuksen kohteena on aluksi 16ytaa jokin ratkaisu tehtéavélle (2.2), silld oletuk-
sella ettd A:n rivit ovat lineaarisesti riippumattomat. Yleisesti aloitusratkaisun mé&a-
rittdminen ei ole helppoa, mutta tdmén tyon aiheena olevalle trimmitysongelmalle
(4.3), joka esitetédén luvussa 4, kdyvén ratkaisun 16ytdminen on kuitenkin triviaalia,
minké takia aiheen késittely (Bertsimas 1997, 111-119) sivuutetaan.

Tapauksessa m = n on olemassa x = A~'b muotoinen ratkaisu, koska A on
ei-singulaarinen neliomatriisi. Yleisessd tapauksessa kun n > m, asetetaan n — m
kpl padtésmuuttujia nolliksi, siten ettéd jéljelle jadvid muuttujia (m kpl) vastaavat
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. Lineaarisesti riippumattomien sarak-
keiden joukkoa B = [A B(1)s-- -, A B(m)} kutsutaan kantamatriisiksi (basis matrix),
missd Apg) on matriisin 7. sarake, 1 = 1,...,m, sekd vastaavia padtosmuuttujia
xp = B7'b = [xB(l), e ,:UB(m)]/ kantamuuttujiksi. Jéaljelle jaavat muuttujat ovat
ei-kantamuuttujia (nonbasic variables) xy, (joille konstruktion perusteella xy = 0)
missa N viittaa ei-kantamuuttujien indeksijoukkoon. Ei-kantamuuttujista ja kanta-
muuttujista xp koostuvaa ratkaisua x = [xy;xp] kutsutaan kantaratkaisuksi. Jos
liséksi xg > 0, on kyseessa kdypa kantaratkaisu.

Oletetaan, ettd standardimuotoiselle tehtévélle on 16ydetty kantamatriisi B sekd
sitd vastaava kaypd kantaratkaisu x € P. Koska P on monitahokkaana konveksi
joukko (ja sisdltaa vahintaan kaksi pistettd), on olemassa sellainen suunta, siten etté
pisteestd x kyseisen vektorin suuntaan kulkeminen ei vélittomasti vie pois kdyvésté
alueesta:

Maaritelma 3.1. Olkoon x monitahokkaan P piste. Sanotaan, ettd vektori d € R"
on kdaypd suunta pisteessd x, jos 3 6 > 0, siten ettd x + 0d € P.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa halutaan liikkua vektorin x komponentin
x; suuntaan fm verran, missd z; on ei-kantamuuttuja. Toisin sanoen vaaditaan,
ettd suunnalle d péatee d; = 1 ja d; = 0, kun @ # j ja ¢,5 € N. Merkitédén, ettd
kantamuuttujia xp vastaava suuntavektori on dg = [dB(l), dpy; - - - ,dB(m)]'.

Jotta kantaratkaisusta x liikkkuminen ei veisi ulos kiyvéstéa alueesta, vaaditaan
liséiksi, ettd A(x + 60d) = b. Koska Ax = b ja 6>0 = Ad = 0. Téllin

n m
0=Ad=> Ad;=> Apuydpy+A; =Bdp+ A,
i=1 i=1
Kantamatriisin ei-singulaarisuuden perusteella saadaan maarattya kantavektoreita
vastaavat suunnat

dgp = -B'A,. (3.1)



Konstruktion tuloksena syntynytta vektoria d nimitetdan j :nneksi kantavektoriksa.

On huomattava, ettd edelld olevassa tarkastelussa ei késitelty, toteutuuko kan-
tamuuttujien ei-negatiivisuusrajoite uudessa pisteessé, eli péteekd xg + 6dg > 0.
Jos jollekin kantamuuttujalle zp(; = 0, voidaan joutua tilanteeseen, missa d ei ole-
kaan kdypa suunta, jolloin epayhtéld toteutuu vain arvolla § = 0. Tamén tilanteen
tarkasteluun palataan luvussa 3.4.

3.2 Redusoidut kustannukset

Tehtévin (2.2) ratkaisemisen kannalta on oleellista tietdd, miten kohdefunktion arvo
muuttuu siirryttdessd j:nnen kantavektorin d suuntaan. Yhden yksikon siirtymén
jalkeen (0 = 1) kohdefunktion arvon muutos on

d(x+d)—cx=cd=cyhdp+c;=c; —czFB A,

missé vilmeinen yhtélo seuraa kaavasta (3.1). Tarkasteltavassa minimointitehtavésséa
(2.2) kohdefunktio ¢’x vastaa usein hintaa, miké joudutaan maksamaan, kun x kuvaa
tuotetun hyodykkeen maardi. Siksi kertoimesta c kiytetaan myos nimitysté kustan-
nusvektori (cost vector). Télloin kohdefunktion arvon muutoksessa termi ¢; voidaan
tulkita yksikkokustannuksena muuttujan z; kasvattamisesta ja termi —cyB™1A;
kantamuuttujien aiheuttamana kustannuksena, siitd ettd yhtélon Ax = b vaadi-
taan toteutuvan. On syytd méadritelld redusoitujen kustannusten késite.

Maaritelma 3.2. Olkoon B kantamatriisi ja x sitd vastaava kantaratkaisu seké
cp kantamuuttujien kerroinvektori. Talloin muuttujan z;, 7 = 1,...,n, redusoitu
kustannus on

Ej =Cj — C/BB_lAj.

Huomataan, ettd kantamuuttujille xp(;) redusoitu kustannus ¢p(;) on aina 0:
Ch(i) = cp(i) — CpB T Apa) = cpp) — €per = cp) — c) =0,

missé e; on i:s yksikkovektori. Maéritelmén 3.2 alustuksen perusteella kohdefunktion
minimoinnin kannalta ei siis ole jarkevaé siirtyd j:nnen kantavektorin osoittamaan
suuntaan, jos ¢; > 0. Kirjoitetaan havainto lauseeksi:

Lause 3.1. Olkoon B kantamatriisi, x sitd vastaava kidypé kantaratkaisu ja € re-
dusoitujen kustannusten vektori kyseisessé pisteessa. Jos € > 0, niin x on optimaa-
linen.

Todistus. Olkoon € > 0 pisteessd x sekd y jokin kdypé ratkaisu. Merkitdan liséksi,
ettd d = y — x. Kéypyyden perusteella Ax = Ay = b, jolloin

Ad =Bdsz+ Y Aid; =0,

1EN



misséd N on ei-kantamuuttujia vastaava indeksijoukko. Ratkaisemalla dg ylla ole-
vasta yhtalosta saadaan, etté

dg = — Z B A,d,

€N

ja edelleen

C/d = C/BdB + Zczdz = Z(CZ - C/BB_IAZ‘)di = Zéldz
ieN ieN ieN
Koska z; = 0Vi € Njay, >0Vie {1,2,...,n}, niin d; > 0 Vi € N. Oletuksen
€ > 0 perusteella nyt ¢;d; > 0 Vi € N, mistd seuraa, ettd ¢’d > 0. Koska y oli
mielivaltainen kiypé ratkaisu, on x optimaalinen. [l

3.3 Uusi kantaratkaisu

Edellisessé luvussa todettiin, ettéd kiyvasta kantaratkaisusta x yksikkosiirtyma (6 =
1) j:nnen kantavektorin d suuntaan muuttaa kohdefunktion arvoa méaéralld ¢;. Vas-
taava muutos kun 6 > 0, on 6¢;. Lauseen (3.1) perusteella tiedetdén, etté siirtyminen
vektorin d suuntaan on jarkevid, vain jos ¢; < 0, jolloin kiinnostuksen kohteena on
tehtéava

0" = max {0 > 0|x+6d € P}. (3.2)

Yhtélorajoitus A(x + 0d) = b toteutuu kantasuunnan d konstruktion perusteella,
kun 6 > 0, ja tapauksessa § = 0 on toteutuminen triviaalia. Tarkasteltavaksi jaavéat
ei-negatiivisuusrajoitteet, joiden késittely jactaan kahteen osaan:

1. d > 0, jolloin x + 0d > 0 V6 > 0. Talloin 6* = oo, misté seuraa, ettd z = —oo.

2. Ji see. d; < 0, jolloin x; + 6d; > 0 & 0 < —ux;/d;. Suurin mahdollinen 6*
saadaan nyt minimointitehtavin

" . T . T B(3)
0" = min (— —> = min (— —) 3.3
{ildi<0} d; {i=1,...m|dg;<0} dp) (3:3)

ratkaisuna.

Olettaen ettd 6* <oo jal = arg min,(—x ;) /dp()), jolloin —x @y /dpq) = 0* < e+
0*dpy = 0. Olkoon uusi ratkaisu y = x + 6*d, jolle patee nyt y; = 0 ja ypu = 0.
Kun vanhan kantamatriisin B sarake A p(y korvataan sarakkeella A;, saadaan uusi
matriisi

B=[Apa), ... Api-1), Aj, Apin, - Apm) - (3.4)

Seuraava lause takaa, ettd myos B on kantamatriisi ja y sité vastaava kiypéd kanta-
ratkaisu.

Lause 3.2.

(a) B on kantamatriisi



(b) y = x + #*d on kantamatriisia B vastaava kiyp# kantaratkaisu

Todistus. (a) Riittdd niyttis, ettd B:n sarakkeet Az, i=1,...,m, ovat lineaari-
sesti riippumattomat. Tehd&an vastaoletus, ettéd sarakkeet AE(i)» i1=1,...,m, ovat
lineaarisesti riippuvia, eli on olemassa kertoimet A, ..., \,,, joista vahintaén yksi on
nollasta poikkeava, siten etta

> XiAg, =0.
=1

Tastéd seuraa myos vektoreiden B_lAg(i), 1 =1,...,m, lineaarinen riippuvuus

—1 .
> AB'Ag, =0.
i=1

Liséksi on voimassa, etta

_ BB, = e, kun 7 # [
1A o 7 79 )
B AB(i) o { B_lAj = —dp, kuni=1,

missé e; on u:s yksikkovektori. Yksikkovektorit ovat lineaarisesti riippumattomia,
m

eli e;(l) = 0 Vi # 1, ja dpg < 0, jolloin myds vektorijoukko {B*lAg(i)} on

lineaarisesti riippumaton. Saatiin ristiriita, jolloin alkuperdinen viite pétee.

(b) Pitee, ettd y > 0, Ay = b, ja y;=0, kun ¢ ¢ {B(1),... B(m)}. Lisiksi B on
kantamatriisi kohdan (a) perusteella, jolloin y on mééritelmén mukaan kyseisté
matriisia vastaava kaypé kantaratkaisu. [l

3.4 Degeneroituvuus
Maaritelladn degeneroituvuuden késite:

Maaritelma 3.3. Olkoon P standardimuotoinen monitahokas, B kantamatriisi ja x
sitd vastaava kiypd kantaratkaisu. Sanotaan, ettd kantaratkaisu on degeneroitunut,
jos jonkin kantamuuttujan arvo on 0, eli 37 € {1,...,m}, siten ettd xpy) = 0.

Jaetaan ei-negatiivisuusrajoitteen xg + 6*dpg > 0 tarkastelu kahteen osaan:

1. Kaypéa kantaratkaisu x ei ole degeneroitunut. Talloin xg > 0 ja 3 6* > 0 siten,
ettd xp + 0dg > 0, eli uusi ratkaisu toteuttaa ei-negatiivisuusehdon.

2. Kéypé kantaratkaisu x on degeneroitunut. Jos nyt I € B, siten ettd gy = 0
ja dpqy <0, pitee, ettd xpg) + 0*dpq) > 0, jos ja vain jos 0* = 0. Vaikka uusi
ratkaisu ei eroakaan vanhasta, voidaan kantamatriisia péivittii (B — B)
asettamalla Apg) — A siind toivossa, ettd uudesta kannasta pédédstaan pa-
rempaan ratkaisuun. Kannanvaihdon seurauksena saatetaan myohemmin kui-
tenkin paitya takaisin vanhaan kantaan. [lmiota kutsutaan syklisyydeksi, joka
voidaan estdd sopivilla muuttujavalinnoilla. Valinta tehdédan useimmiten leksi-
kografisen sddnnon tai Blandin sidnnon perusteella (Bertsimas 1997, 108-111).
Esitetdan naista jalkimméinen:



Blandin saanto
1. Valitaan j. kantasuunta, siten ettd j = min {k € N|¢, < 0}.
2. Valitaan z ), siten ettéd | = min {i € {1,...,m} | — xpu)/dpu) = 0%, dpu) < 0}.

Sddnnon todistus (Chvatal 1983) sivuutetaan. Blandin sdant6 estdd syklisyyden,
jolloin simplex-algoritmi saavuttaa optimaalisen ratkaisun dérellisessa ajassa.

Huomataan, ettd degeneroituneessa tilanteessa optimaalinen ratkaisu voidaan
saavuttaa useammalla kantamatriisin valinnalla. Tésta johtuen on syyta maéaaritella
vield optimaalisen kantamatriisin késite.

Maaritelma 3.4. Kantamatriisi B on optimaalinen, jos:
(a) B™'b >0, ja

(b) ©> 0.

3.5 Simplex-iteraatio

Esitetdan standardimuotoisen tehtavin simplex-iteraatio algoritmisena operaatiojo-
nona perustuen lukujen 3.1 - 3.4 kasittelyyn:

1. Etsi kantamatriisi B, jota vastaa kidypé kantaratkaisu x.

2. Maéaritd redusoidut kustannukset ¢; kaikille ei-kantamuuttujille z;, 7 € N. Jos
minjen ¢; > 0, on x optimaalinen ratkaisu: paata algoritmi; muuten valitse j,
niin ettd Blandin sd&nto 1 toteutuu.

3. Méarita j:s kantasuunta d. Jos d > 0, tehtdvin ratkaisu z = —oo: paita
algoritmi. Muuten mene kohtaan 4.

TB(i)

cves e ee *x : e
4. Maarita 0* = mln{i:17.__,m\d3(i)<0} ( dB(z'))'

5. Muodosta uusi kanta B asettamalla Apy — A, missd indeksi [ on Blandin
sdannon 2 mukainen. Maérita uutta kantaa vastaava ratkaisu y. Merkitse uutta
ratkaisua alkuperaisilla muuttujilla: B — B ja y — x. Palaa kohtaan 2.



4 Trimmitysongelma

Teollisuudessa tuotantostrategiaansa suunnitteleva yritys haluaa maksimoida voit-

tonsa: miten kysyntd voidaan tyydyttda pitamalld kustannukset mahdollisimman

pienind. Monesti kustannusten kannalta keskeisena tekijana on kiytetyn raaka-aineen
mééré. Raaka-aineen kiyton minimointiin liittyvan trimmitysongelman (cutting stock
problem) esitti ja muotoili ensimmaéisté kertaa venéldinen taloustieteiliji Kantoro-

vich vuonna 1939 etsiessdén optimaalista tapaa sahata vaneria teollisuuden tarpei-

siin (Kantorovich 1960).

Otetaan tarkastelun kohteeksi paperitehdas, joka tuottaa emorullaa, jonka pituus
on W. Asiakasyritys i, + = 1,2, ..., m, haluaa kuitenkin ostaa b; kappaletta rullaa,
jonka pituus on w;. Oletetaan liséksi, ettd w;, W € Z, jaw; < W Vi € {1,2,...,m}.
Pienempia rullia saadaan viipaloimalla emorullia erilaisilla leikkausmuoteilla. Kuta-
kin leikkausmuottia j = 1,2,...,n (n > m), vastaa sarakevektori A; tehtdvén rajoi-
tusmatriisissa A, siten etta matriisin alkio a;; € Z, ilmaisee, kuinka monta kertaa
rulla w; esiintyy leikkausmuotissa j. Luonnollisesti yhdessa leikkausmuotissa ole-
vien pienten rullien yhteispituus ei saa ylittdd emorullan kokoa W, mistd saadaan
rajoitusehdot

m

ZaijwiSVV, j:1,2,...,n. (41)

i=1

Kysymys kuuluu, minkélaisia leikkausmuotteja (ja kuinka paljon niitd) paperiteh-
taan tulee kiytaa tyydyttikseen asiakasyritysten kysynnéat minimoiden samalla kiy-
tettyjen emorullien lukumé&éarén. Asetetaan

Padongelma (IPM):

Z[p = min Zl’j
j=1
S.e. Z Q5T > bi, 1= 17 2, .o,y (42)
j=1
xj€Z+, j:1’2,...,n,

missd x; on leikkausmuotin j mukaan leikattujen emorullien lukumaééra ja IPM—
"integer programming master". Téssd tyosséd kiinnostuksen kohteena ei kuitenkaan
ole kyseisen kokonaislukutehtdvin ratkaiseminen, vaan tarkasteluissa rajoitutaan
LP-relaksaatioon, missd muuttujien x; kokonaislukurajoitukset on poistettu. Yleista
muotoa olevien kokonaislukutehtavien ratkaisemista kasitellidn myohemmin luvus-
sa b. Maaritelladn tehtavalle LP-relaksaatio eli
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Lineaarisen ohjelmoinnin pddongelma (LPM):

ZLPM = min Zl’j
j=1
s.e. Z a;;r; > b, 1=1,2,...,m, (4.3)
j=1
{L']>0, j:]"27 ,TL,

missd muuttujien x; kokonaislukurajoitukset on poistettu.

4.1 Sarakkeita generoiva algoritmi

Sarakkeita generoiva algoritmi (column generation algorithm) on LP-tehtéville tar-
koitettu menetelmé, joka ratkaisee toistuvasti osatehtévén, jossa rajoitusmatriisin
kokoa kasvatetaan sarake kerrallaan, ja uusien sarakkeiden lisddminen perustuu re-
dusoitujen kustannusten tarkasteluun. Sarakkeita generoivan algoritmin kehittivét
1960-luvulla Gilmore ja Gomory (1961, 1963) trimmitysongelman LP-relaksaation
ratkaisemiseksi.

LPM-ongelman (4.3) ratkaisemista varten tarkastellaan tehtdvéd tapauksessa,
missé rajoitusmatriisi A on korvattu m x k, m < k < n, kokoisella matriisil-
la A, C A. Tamén alitehtivin tarkastelu on perusteltua, silld suurin osa LPM-
ongelman padtosmuuttujista on ei-kantamuuttujia optimiratkaisussa. Halutaan siis
loytaa sellainen A:n sarakkeiden ja paatosmuuttujien kombinaatio (Ak,fik), jolla
rajoitetun ongelman kohdefunktio saavuttaa optimiarvon Zypy,. Tdmé toteutetaan
kasvattamalla paatosmuuttujien X; madrda sekd matriisin A}, kokoa sarake kerral-
laan lahtien liikkeelle sopivasta alkuarvauksesta. Maaritellaan

Rajoitettu lineaarisen ohjelmoinnin piddongelma (RLPM):

k
ZRLPM = min Z fj
7=1
k
se. Y diE; > by, i=1,2,...,m, (4.4)
j=1
z; >0, 1=1,2,...,k,
missé Vi, j 3, siten ettd a;; = ay, | = 1,2, ..., n. Ratkaisukandidaatin X, optimaali-
suus voidaan tarkistaa laskemalla redusoidut kustannukset ¢;, missé j € {1,..., k}.

Olkoon B C A, RLPM-tehtéviin optimaalinen, kokoa m x m oleva, kantamat-
riisi ja samalla siis jokin kantamatriisi LPM-tehtéville, silla A, C A. Koska LPM-
ongelman kohdefunktion kertoimille ¢;=1 Vj € {1,...,n}, voidaan muuttujan z;
redusoitu kustannus kirjoittaa muotoon

¢;=1-p'Aj, (4.5)
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missa
p=czkB ' =][1,...,1B7. (4.6)

Ratkaisu on optimaalinen, jos € = [¢1,,...,G,] > 0, joten kiinnostuksen kohteena
on 16ytéé sellaiset sarakkeet, joille ¢; < 0. Sen sijaan, ettéd jokainen sarake kéytéisiin
yksitellen lapi, voidaan ongelma muotoilla redusoitujen kustannusten minimointi-
tehtévana indeksin j suhteen.

Tédmé&n minimointitehtévén, kiypien leikkausmuottien ehdon (4.1) seki alkioiden
a;; kokonaislukurajoituksen perusteella maaritelldan

Aliongelma:
Crin = min 1- szaz
i=1
s.e. Zwiai <W, (4.7)

i=1

a; € 7y, i=1,2,...,m,
missé a; = a;j, jollakin j € {1,...,n}. Aliongelman ratkaisuna saatu sarake A; =
[ai,...,ay)" lisitddn RLPM-ongelman rajoitusmatriisiin (Axy1 — Ay), lisitéén

padtosmuuttuja (Xx11 — Xx) ja uusi RLPM ratkaistaan.

Rajoitusmatriisin A, alkuarvauksena voidaan kayttaa valintaa A, = I,,, missa
I, on mxm yksikkomatriisi. Talloin voidaan valita edelleen, ettd myos kantamatriisi
B =1,,jolloinc; =0Vj € {1,...,m},jaX,, = B"'b = b > 0, eli kyseiselle RLPM-
tehtavélle on loydetty optimaalinen kanta ja sitd vastaava ratkaisu. Kaytdnnossa
tdma ratkaisu vastaa sitd, ettd kustakin emorullasta W saadaan vain yksi pieni
rulla w;, 1 =1,...,m.

4.1.1 Aliongelman ratkaiseminen

Muotoillaan aliongelma ekvivalenttina maksimointiongelmana:

F(W) = max ZpiaZ
i=1
s.e. Zwiai <W, (4.8)
i=1
a; € Ly, 1=1,2,...,m

Saatu tehtdva tunnetaan kokonaislukuarvoisena selkdrepun tdayttéongelmana (inte-
ger knapsack problem), jonka ratkaiseminen yleisessé tapauksessa ei ole helppoa. Jos
tehtavan parametrit pysyvét rajoitettuina, voidaan ratkaiseminen toteuttaa tehok-
kaasti dynaamisen optimoinnin keinoin, eli menetelmalla jossa ratkaisualgoritmin
toiminta perustuu rekursioon.
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Tarkastellaan selkdreppuongelman alitehtavaa

F(v) = max Zpl-ai
i=1
s.e. Z w;a; < v, (4.9)
i=1
ai€Z+, ’i:172,...7m,

missd 'repun koko” W on korvattu v:1la (v < W). On luonnollista asettaa F'(v) =
—oo tapauksessa v < 0, silld repun painon tulee aina olla ei-negatiivinen. Jos 0 <
U < Wi = min; wy, téytyy pated F(v) = 0, silld repun painovaatimuksen tayttavaa
esinettd ei ole. Kun v > wy;,, voidaan F'(v):n arvo madrata tayttamalla reppu siten,
ettd sen paino on korkeintaan v — w;, ja sen jalkeen lisdamalla w;:n painoinen esine.
Esineen i valinta tulee suorittaa niin, ettd kohdefunktio saavuttaa maksimiarvonsa.
Edella esitetyn perusteella on saatu rekursiokaava

—00 kun v < 0,
F(v) = 0 kun 0 < v < Wpin,
max {F(v—w;)+p;} kunv > wpn,
minkd avulla F'(v) voidaan laskea arvoilla v € {wpin, Winin + 1, ..., W}. Viimeista

askelta v = W ja optimaalista arvoa F'(W) vastaava esinejoukko a* saadaan pa-
lautuvasti méarattya pitamalld muistissa F'(v):n maksimoiva indeksi ¢ kullakin v:n
arvolla.

4.1.2 Sarakkeen generointi -iteraatio

Esitetdan LPM-tehtévin (4.3) sarakkeen generointi -iteraatio operaatiojonona:

1. Muodosta RLPM-ongelma valitsemalla jokin Aj, C A, siten ettd tehtéivi on
ratkeava.

2. Etsi RLPM-optimaalinen kantamatriisi B ja muodosta
vektori p’ = [1,...,1]B~%

3. Etsi redusoitujen kustannusten minimi ¢, ratkaisemalla aliongelma (4.7).
Jos Cin > 0, on kantamatriisi B LPM-optimaalinen: paata algoritmi. Muuten
mene kohtaan 4.

4. Muodosta Ak:+1 lisaamaélla aliongelman ratkaisuna saatu sarake A; rajoitus-
matriisiin Aj. Lisdd X, uuteen RLPM-tehtaviaan ja aseta k + 1 — k. Palaa
kohtaan 2.
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4.2 Brute-force-menetelma

Brute-force-menetelméssa rajoitusmatriisi A selvitetdan kokonaisuudessaan etsiméal-
14 kaikki mahdolliset leikkausmuotit A, jotka maardytyvit implisiittisesti rajoi-
tusehdosta (4.1). Geometrisesti tehtévi vastaa tietyn alueen kaikkien kiypien koko-
naislukupisteiden maaritysta. Kéaytdnnossa algoritmi testaa, kuuluuko tarkasteltava
piste kiypdan joukkoon: jos kuuluu, niin lisdtdén kyseinen piste eli sarake rajoitus-
matriisiin; jos ei, niin siirrytdin tarkastelemaan toista pistettd. Koska menetelmé
joutuu yksitellen kiiymé&éan 1api hyvin suuren joukon pisteité, kiytetdan "brute-force”
-nimea.

Monitahokkaan siséltdmien kokonaislukupisteiden méaéran arviointi on epéatrivi-
aalia, ja useimmissa tapauksissa joudutaan tyytyméaan huonoihin approksimaatioi-
hin. Aihetta on késitelty laajemmin muun muassa teoksessa Integer Points in Poly-
hedra (Barvinok 2008). Téssé tyossé leikkausmuottien méérad arvioidaan ylospéin
korvaamalla kdypéa alue m-ulotteisella suorakulmiolla. Leikkausmuottien rajoituseh-
don maardaman hypertason ja i. koordinaattiakselin leikkauspiste a; on

a; = —, (4.10)

jolloin . akseli siséltad |[af| + 1 kokonaislukupistetta vélilla [0, a?]. Talloin kérki-

pisteiden (aj,0,...,0),(0,a3,...,0),...,(0,...,a’,) madradma suorakulmio sisaltda
———
m-kpl

kokonaislukupisteitd maaran

N=T QKJ +1). (4.11)

Saatua approksimaatiota verrataan tulosten yhteydessd brute-force-menetelmallé
médritettyjen pisteiden lukuméaaraan.

Brute-force-algoritmi toteutetaan MATLABilla kiyttadmalld silmukkarakennetta,
joka kasvattaa kullakin kierroksella leikkausmuotissa A ; olevien rullien w; lukumaa-
rad aina yhdelld, kunnes muotti ei endé toteuta rajoitusehtoa (4.1). Kun rajoitusmat-
riisi A on tiedossa, ratkaistaan saadun IPM-tehtévén relaksaatio (eli LPM-tehtavé)
hyodyntamalla MATLABin CPLEX-rajapintaa.
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5 Branch-and-bound-algoritmi

Tamaén luvun tarkoituksena on kuvata menetelma, joka ratkaisee lineaarisen - yleis-
td muotoa olevan - kokonaislukutehtévan. Erityisesti, menetelméd voidaan soveltaa
padongelman (4.2) ratkaisemiseen, kun rajoitusmatriisi on méaratty. Menetelmé so-
veltuu myos aliongelman (4.8) ratkaisemiseen, vaikkakin luvussa 4.1.1 kisitelty al-
goritmi on kyseiselle tehtéaville tehokkaampi. Vaikka branch-and-bound -algoritmia
ei tdmén tyon numeerisessa osuudessa kaytetdkdan, on mallin teoreettinen esittely
néahty tarpeelliseksi.

Branch-and-bound on diskreetin optimoinnin algoritmi, joka systemaattisesti et-
sii lineaarisen ohjelmoinnin tehtévélle kokonaislukuratkaisuja rajaamalla hakualuet-
ta kohdefunktion yld- ja alarajatarkastelujen perusteella. Menetelméan esittelivét
1960-luvulla A. H. Land ja A. G. Doig (Land 1960).

Olkoon tarkastelun kohteena kokonaislukuarvoinen minimointitehtéava

2z;jp = min c¢'x
se. x€F, (5.1)
x €7,

missa F' koostuu yhtalo- ja epayhtalorajoituksista. Muodostetaan ongelmalle kaksi
alitehtavda jakamalla [’ kahteen pistevieraaseen osajoukkoon Fi ja Fj, siten etta
FNZY = (FyUFy)NZY eli ositus sdilyttédd kaikki F'm kokonaislukupisteet. Kun os-
ajoukot F} ja Fy jaetaan edelleen pistevieraisiin osajoukkoihin Fjs, Fy, F5 ja Fg, siten
ettd [1NZY = (F3UFy) NZY ja FoNZY = (FyU F5) NZ7, saadaan nédin jatkamalla
k-kpl pistevieraita alitehtévia I P(F;),i € {1,2,...,k}, k € N. T&llin IP-tehtavin
optimiratkaisulle x* péatee: Ji € {1,2,...,k} s.e. x* € Fj, eli optimi 16ydetaéan poi-
mimalla paras ratkaisu alitehtévien ratkaisujoukosta. Alitehtdvien optimiratkaisujen
16ytaminen voi olla yhta vaikeaa kuin alkuperdisen ongelman ratkaiseminen, mutta
alarajan l6ytdminen on helppoa. Kun tehtévélle IP(F;), i € {1...,k}, méaéritelladn
LP-relaksaatio LP(F;):

b(F;) = min c'x
s.e. x € F, (5.2)
x >0,

saadaan simplex-algoritmilla méaritettya tehtdvan ratkaisu, joka toimii suoraan ali-
tehtévan alarajana eli
b(F;) < minc'x. (5.3)

zeF;

Miké tahansa kaypa kokonaislukuratkaisu tarjoaa puolestaan IP-tehtéville ylara-
jan, joista pienintd loydettyd merkitddn U:lla. Jos jollekin alitehtéaville patee nyt
b(F;) > U, ei U:ta parempaa arvoa voida téssd haarassa endé saavuttaa, jolloin ky-
seisen haaran tutkiminen kiy tarpeettomaksi. Tutkiminen voidaan lopettaa myos
silloin, kun alitehtava osoittautuu ratkeamattomaksi, tai 16ydetty ratkaisu on koko-
naislukuarvoinen. Alitehtévat, joita ei ole vield tutkittu, kuuluvat aktiivisten aliteh-
tavien joukkoon.
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Tapaan, jolla F' saadaan jaettua haluttuihin osajoukkoihin, ei vield ole otettu
kantaa. Ideana on siis rajata kiypaa aluetta, siten etta loydetty
ei-kokonaislukuratkaisu x* ei toteuta uusia rajoitusehtoja. Olkoon ¢ Z, LP-
relaksaation optimiratkaisun j. komponentti, jolloin jako

F=Fn{z:z;<|a}|}  B=Fn{z:z; > [}]} (5.4)
toteuttaa vaaditut ehdot. Alitehtdvien osiinjako tapahtuu samalla periaatteella. Al-
goritmi sdilyttad muistissa kaikki aktiiviset alitehtavit sekd parhainta 16ydettya ylé-
rajaa U vastaavan kokonaislukuratkaisun. Jos U < co menetelmén pysdhtyessé, on
sitd vastaava ratkaisu optimaalinen. Erityisesti jos kohdefunktion kerroin ¢ on ko-
konaislukuvektori, ja [b(F)| = U jollakin U:n arvolla, on sitd vastaava ratkaisu
optimaalinen. Jos taas U = oo algoritmin pysdhtyessé, ongelmalla ei ole kokonais-
lukuratkaisuja.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan kokonaislukutehtavaa

Zzrp = min  x1 — 229
s.e. —4x1 4+ 69 <9,
1+ 9 < 4,
T1,Ty € Ly

Alussa tehtéaville ei tiedetd mitddn ylirajaa, joten asetetaan, ettd U = oo, ja mer-
kitddn rajoitusten muodostamaa kdypasd aluetta F:114. Tehtdvan LP-relaksaation
LP(F) optimiratkaisuksi saadaan x = (2, 2) ja kohdefunktion arvoksi b(F) = —3,5.
Muodostetaan alitehtavat IP(Fy) ja IP(Fy), missd Fy = {x € Flzg > 3} ja [, =
{x € F|zy < 2}. Aktiivisten alitehtdvien joukko on nyt {IP(F}),IP(F,)}, joista
IP(Fy) voidaan poistaa, kun huomataan, ettd LP(F}) on ratkeamaton, eli b(F;) = co.
LP(F3)m ratkaisuksi saadaan x? = (2,2) ja b(Fy) = —3,25. Jaetaan nyt IP(F}) kah-
teen alitehtévdadn IP(F3) ja IP(F3), missd F3 = {x € Fylz; > 1}, ja
Fy = {x € Fy|x; < 0}. Aktiivisten alitehtévien joukko on nyt {IP(F3),IP(F})}. Re-
laksaation LP(F3) ratkaisuksi saadaan x* = (1,2) ja b(F3) = —3. Koska x* € Z2,
ollaan 16ydetty uusi ylaraja U = —3 ja IP(F3) voidaan poistaa aktiivisten tehté-
vien joukosta. Alitehtévin IP(Fy) relaksaation ratkaisuksi saadan x* = (0,2) ja
b(Fy) = —3. Koska b(Fy) > U ja aktiivisten alitehtavien joukko on tyhjé, on alkupe-
riisen tehtivin optimiratkaisu x* = (1,2) ja vastaava kohdefunktion arvo z;p = —3.
Tehtavéin ratkaisua on havainnollistettu kuvan 1 hakupuussa.

Relaksaation LP(F}) ratkaisun méérittaminen ei itse asiassa olisi ollut tarpeel-
lista, silla [b(F)] = —3 = b(F3) = U, miki jo takaa ratkaisun x* optimaalisuuden.

Ei-kokonaislukuarvoisia muuttujia z7, joiden suhteen haarautuminen voidaan to-
teuttaa, on useimmiten monia, jolloin tarvitaan jokin valintakriteeri. Yleinen kéy-
tGssé oleva keino on valita sellainen muuttuja z7,, jonka arvo on kauimpana koko-
naisluvusta:

J = arg max min {z} — [z}],1— (2 — |2}])}. (5.5)

-----
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Kuva 1: Esimerkin 5.1 branch-and-bound hakupuu, missa b(F') = —3,5, b(F}) = oo,
b(Fy) = —3,25, b(Fy) = U = —3 ja b(Fy) = —3.

My®0s tapa, jolla aktiivisten alitehtévien valinta suoritetaan, vaikuttaa algoritmin
suoritusaikaan. Valintametodina voidaan kdyttdd esimerkiksi syvyyshakua (depth-
first search), eli menetelméd jossa kukin haara tutkitaan niin pitkélle kuin mah-
dollista, ennen kuin siirrytdén seuraavan haaran késittelyyn. Toinen vaihtoehto on
kiyttaa parhaan solmun strategiaa (best-bound search), jossa pienin l6ydetty alara-
ja min; b(F;) mééraé alitehtévan valinnan. Parhaan metodin valinta on usein vaikeaa
ja vaihtelee tapauskohtaisesti.

5.1 Branch-and-bound-iteraatio

Branch-and-bound-algoritmin toimintaa kuvaa seuraava operaatiojono:

1. Aseta U = oo. Ratkaise IP(F):n relaksaatio LP(F'). Jos ratkaisu x* € Z7, ky-
seessé, [P-optimi: paaté algoritmi. Jos LP(F') ratkeamaton, ei ratkaisua: paéta
algoritmi. Muulloin pidd muistissa b(F').

2. Valitse muuttuja x; ¢ 7., jonka suhteen haarautuminen tehdéén ja muodosta
aktiiviset alitehtavat.

3. Jos aktiivisten alitehtévien joukko on tyhja, on U:ta vastaava ratkaisu op-
timaalinen: péétéd algoritmi. Muulloin valitse aktiivinen alitehtava IP(F;) ja
ratkaise LP(F}).

4. Jos LP(F;) on ratkeamaton, eliminoi haara ja palaa kohtaan 3.

5. Jos b(F;) < U jax* ¢ ZT, palaa kohtaan 2.
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6. Jos b(F;) < U ja x* € Z} sekd |b(F)| = b(F;), kyseessd IP-optimi: pééta
algoritmi. Muulloin aseta U = b(F;) ja pidé ratkaisu muistissa. Eliminoi haara
ja palaa kohtaan 3.

7. Jos b(F;) > U, eliminoi haara ja palaa kohtaan 3.
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6 Tulokset

Sarakkeita generoivan algoritmin ja brute-force-menetelmén laskenta-aikoja LPM-
instanssien (4.3) ratkaisemisessa vertailtiin muuttamalla rullien lukumédrda m ja
emorullan kokoa W, kun rullien kokoja w; ja vastaavia kysyntoja b;,, ¢t = 1,...,m
pidettiin vakioina. Vaikka m ja W ovat myos LPM-tehtavan parametreja, puhutaan
niistd selkeyden vuoksi muuttujina. Nain viltytdan sekoittamasta suureita, mité
ollaan muuttamassa, ja mitd pidetédan vakioina.

6.1 Parametrien valinta

Rullakoko- w; ja kysyntdparametreina b;, i = 1,...,m, kiytettiin MATLABIn satun-
naislukugeneraattorin randi arpomia kokonaislukuja, missa luvut tuotettiin véleilta
[Ls ww] = [100, 500], ja [y, up] = [0, 100]. Parametrien arvoja ei generoitu uudestaan,
jos emorullan kokoa muutettiin pitamaélla lukuméaraa m vakiona. Kun lukuméaraa
m muutettiin, generoitiin myo6s parametrit uudestaan.

Kun rullien lukuméérd m € {10, 20, ...,100}, ja emorullan koko
W e {500,600, 700,800,900}, saatiin tutkittavien menetelmien laskenta-ajoiksi
LPM-instansseissa taulukon 1 mukaiset tulokset. Taulukko 1 on esitetty liittees-
s A. Liséksi liitteen B taulukossa 2 on esitetty sarakkeita generoivan algoritmin
kiyttamien leikkausmuottien lukumééré, brute-forcen muodostaman rajoitusmat-
riisin koko seké kaavan (4.11) mukainen teoreettinen yliaraja N késitellyissa LPM-
instansseissa. Taulukoissa on kéytetty notaatioita SG="sarakkeen generointi” ja BF =
"brute-force”.

Téassa vaiheessa on syytd mainita, ettd muuttujien m ja W arvojoukkojen
{10,20,...,100} ja {500,600, 700,800,900} seké parametrien w; ja b; vaihteluvélien
valinta ei perustunut minkéén todellisen trimmitysongelman késittelyyn. Arvojoukot
pyrittiin ldhinna valitsemaan sellaisiksi, ettd instanssien ratkaisemiseen tarvittava
laskenta-aika riippuisi merkittavéisti muuttujien m ja W arvoista, mutta pysyisi silti
kohtuullisena. Parametrien vaihteluvélien valinnalla haluttiin ennen kaikkea taata
laskenta-ajan kohtuullisuus.

6.2 Brute-force-menetelmian laskenta-ajat
6.2.1 Muuttujien m ja W vaikutus laskenta-aikaan

Muuttujan m padvaikutusta tehtavin ratkaisuaikaan oli vaikea tutkia, silla rullakoko-
w; ja kysyntdparametrit b;, 2 = 1, ..., m, generoitiin uudestaan, kun m:n arvoa muu-
tettiin. Periaatteessa muuttujan m péaavaikutuksen sijasta pitdisikin puhua kyseisen
muuttujan sekd parametrien w; ja b; yhteisvaikutuksesta. Jatkossa kuitenkin olete-
taan, ettd parametrien vaikutus ei ole yhta voimakasta kuin muuttujan m arvon vai-
kutus. Oletuksen toteutumista tarkastellaan tarkemmin kohdassa 6.2.2. Muuttujan
W péavaikutuksen suhteen samaa ongelmaa ei sen sijaan esiinny, koska parametrit
pysyivit vakioina W:n muuttuessa.

Taulukon 1 mukaan brute-force-menetelmén laskenta-aika kasvoi erittédin voi-
makkaasti muuttujien m ja W funktiona. Tulos on selitettavissa taulukon 2 arvojen
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perusteella: muuttujien m ja W kasvaessa kiypien leikkausmuottien maéra lisdantyi
myo0s erittdin nopeasti, jolloin MATLABIn vaatiman muistin tarve kasvoi myos voi-
makkaasti, mikad ndkyi suoraan laskenta-ajassa. Jos lisdksi tutkitaan muuttujien m
ja W arvon vaikutusta laskenta-aikaan, huomataan, ettd WW:n arvon muuttamisella
oli keskiméaarin suurempi vaikutus ratkaisuaikaan kuin muuttujan m arvon muutta-
misella.

Vertailemalla tarkasteltavien menetelmien laskenta-aikoja todetaan etta, brute-
force-menetelma oli sarakkeita generoivaa algoritmia nopeampi, kun emorullan koko
W ja rullien lukuméaédra m pysyivat riittdvan pienind. Useimmiten tdma vastasi ti-
lannetta, jossa m < 40, tai W < 600. Lisdksi menetelmédn paremmuus suhteessa
sarakkeita generoivaan algoritmiin laski nopeasti liikuttaessa alueella, jossa m > 40,
ja W > 700. Taulukossa 1 asiaa on havainnollistettu merkitsemalla sinisella varilla
sellaisia tapauksia, joissa brute-forcen laskenta-aika oli 45-100 % sarakkeita gene-
roivan algoritmin laskenta-ajasta ja punaisella varilla tapauksia, joissa sarakkeita
generoiva algoritmi oli nopeampi.

Jos leikkausmuottien lukuméérien ylarajoja N verrataan todellisiin lukumaé-
riin, voidaan todeta, etté arvio ei kerro kovinkaan paljon oikeista arvoista. Approk-
simaatiokaavasta kdy kuitenkin ilmi se tosiasia, etté kdypien leikkausmuottien maa-
ré on sitd suurempi, toisaalta mitd isompi on W ja toisaalta mitd pienempi on wy,
t = 1,...,m. LPM-instanssien laskenta-aikojen edes likimédardinen ennustaminen
olisi silti ollut vaikeaa, silla leikkausmuottien lukuméaran ja tehtévin koon valista
tarkkaa riippuvuussuhdetta ei kyetty maarittamasn.

Vaikka taulukossa 1 ei ole eriteltyné, kuinka kauan brute-force-menetelmalld me-
ni rajoitusmatriisin muodostamiseen ja sen jalkeen tehtévin ratkaisemiseen simplex-
algoritmilla, on mainittavan arvoista todeta, etta jalkimmainen oli prosessina huo-
mattavasti nopeampi. Osasyyné tédhén on se, ettd MATLABin kutsuma CPLEX osaa
esikésitelld tehtavéd, niin etta ratkaistava tehtava helpottuu. Esikésittely poistaa esi-
merkiksi lineaarisesti riippuvia rivi- ja sarakevektoreita, mika pienentaa tehtavian ko-
koa. Leikkausmuottien etsintdvaiheessa mitaan tallaista esikésittelya ei tapahtunut.
Rajoitusmatriisin muodostaminen oli siis ty6ldin vaihe brute-force-menetelméassé.

6.2.2 Parametrien vaikutus laskenta-aikaan

Parametrien vaikutus brute-force-menetelméan laskenta-aikaan pystyttiin erottele-
maan muuttujan m ja parametrien yhteisvaikutuksesta, kun instanssien (m = 90,
500 < W < 700) ja (m = 100, 500 < W < 700) ratkaisuaikoja verrattiin toisiinsa.
Kun m = 90, oli ratkaiseminen hitaampaa, kuin tapauksessa m = 100, vaikka tehta-
van leikkausmuottien lukuméaéran olisi odotusarvoisesti pitanyt lisdéntyéa dimension
m kasvaessa. Parametrien vaikutuksesta johtuen leikkausmuottien lukumaérat olivat
kuitenkin pienemmét tapauksissa, joissa m = 100. On huomattavaa, ettd kyseinen
laskenta-ajan pieneneminen parametrien vaikutuksesta vie pohjaa oletukselta, etta
muuttujan m vaikutus olisi dominoivaa parametrien vaikutukseen verrattuna.

Jos tarkastellaan, kuinka monta prosenttia laskenta-aika kasvoi, kun muuttujan
m arvoa kasvatettiin 10:114, huomataan, ettd kasvu oli poikkeuksellisen suurta ver-
rattaessa instansseja (m = 30, 700 < W < 900) ja (m = 40, 700 < W < 900)
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toisiinsa. Esimerkiksi laskenta-aika oli tapauksessa (m = 40, W = 900) yli 22 000
% suurempi kuin tapauksessa (m = 30, W = 900). Myos tapauksissa (m = 40,
W =700) ja (m =40, W = 800) kasvua tapahtui yli 2000 % verrattuna tapauksiin
(m =30, W =700) ja (m = 30, W = 800). Laskenta-ajan kasvu oli néissé instans-
seissa niin suurta, ettd on oletettavaa, ettd parametreilla b; ja w; oli (muuttujan m
ohella) merkittavad vaikutusta kyseisiin tuloksiin.

6.2.3 Poikkeavat havainnot

Luvussa 6.2.1 todettiin, ettd brute-force-menetelmén laskenta-ajan ja leikkausmuot-
tien lukumééaran valilla vallitsee voimakas positiivinen riippuvuus. Jos tarkastellaan
taulukon 1 ratkaisuaikoja tapauksissa m = 10 ja W € {500,600, 700}, huomataan,
ettd brute-force-menetelméan laskenta-aika lyheni emorullan koon kasvaessa ja tau-
lukon 2 mukaan kdypien leikkausmuottien lukumééara kasvoi samalla. Aiemmin ha-
vaittu riippuvuussuhde ei siis tunnu péatevan. Tulos on kuitenkin selitettéavissa silla,
ettd ajon aikana MATLAB joutuu kiddntadmaéaén kirjoitetun koodin toiseen muotoon.
Muistin takia kidédntdminen on nopeampaa, kun sama koodi kddnnetddn uudestaan,
mika selittdd havaitun epéloogisuuden.

6.3 Sarakkeita generoivan algoritmin laskenta-ajat
6.3.1 Muuttujien m ja W vaikutus laskenta-aikaan

Sarakkeita generoivan algoritmin laskenta-aika riippui voimakkaasti muuttujien m
ja W arvoista - brute-force-menetelmén tavoin. Tulos ei ole yllattéava, silld muuttu-
jan m arvo vaikutti seké aliongelman (4.7) ettd RLPM-tehtévén ratkaisunopeuteen.
Aliongelman ratkaisemiseksi tarvittavien laskuoperaatioiden méaré riippui liséksi
tekijasta W. Lisaksi muuttujalla W havaittiin keskimaérin olevan suurempi vaiku-
tus laskenta-aikaan kuin muuttujalla m.

Sarakkeita generoivan algoritmin ratkaisuajan havaittiin kasvavan kaytettyjen
leikkausmuottien lukumaéran mukaan. Tamakaan tulos ei ole yllattava, silla RLPM-
tehtavan ratkaiseminen on sitéd raskaampaa, mitd suuremmaksi rajoitusmatriisi A,
on kasvanut. Vaikka CPLEX esikésitteleekin RLPM-tehtédvidéd ennen sen ratkaise-
mista, kasvaa menetelméan kompleksisuus silti voimakkaasti generoitujen sarakkei-
den lukumaéran funktiona. Kompleksisuuden kasvu nékyi korkeina laskenta-aikoina
(yli 8 min) tehtévissé, joissa kiytettyjen sarakkeiden lukumééra oli luokkaa 250 tai
sita suurempi.

Taulukon 1 mukaan sarakkeita generoiva algoritmi ratkaisi isot tehtéviat nopeam-
min kuin brute-force-menetelmé seké sellaiset tehtévéit, joita brute-force ei kyen-
nyt ratkaisemaan 5 tunnin aikarajaan mennessa. Lahinna naita tilanteita vastasivat
muuttujien arvot m > 40, ja W > 800. Lisaksi sarakkeita generoivan algoritmin
tehokkuus suhteessa brute-force-menetelméaéin parani nopeasti télla alueella, kun
muuttujien arvoja kasvatettiin. Algoritmin kdyttadmien leikkausmuottien lukumé&aré
sekd instanssien ratkaisuajat eivit myoskdaan kasvaneet yhtad voimakkaasti muuttu-
jien m ja W suhteen kuin brute-force-menetelmélla. Algoritmien tehokkuusvertai-
lua on havainnollistettu taulukossa 1 merkitsemaéllé sinisella vérilla sellaisia tapauk-
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sia, joissa brute-forcen laskenta-aika oli 45-100 % sarakkeita generoivan algoritmin
laskenta-ajasta ja punaisella varilla tapauksia, joissa sarakkeita generoiva algoritmi
oli nopeampi.

6.3.2 Parametrien vaikutus laskenta-aikaan

Sarakkeita generoivan algoritmin laskenta-aika pienentyi muutamassa tapauksessa,
kun muuttujan m arvoa kasvatettiin. Esimerkiksi instanssin (m = 30, W = 700)
ratkaisuaika pienentyi 15,9 % prosenttia verrattuna instanssin (m = 20, W = 700)
ratkaisuaikaan ndhden. Toisaalta tapauksessa (m = 30, W = 900) ratkaisuaika
kasvoi 70 % tapaukseen (m = 20, W = 900) verrattuna. Parametreilla on siis
laskenta-aikaa lyhentéva vaikutus, kun m = 30, mutta sen huomaaminen ei olisi ollut
mahdollista tarkastelemalla pelkistddn tapauksia (m = 30, W = 900) ja (m = 20,
W =900).

Jos tarkastellaan sarakkeita generoivan algoritmin laskenta-ajan kasvua, kun
muuttujan m arvoa kasvatettiin 10:114, huomataan, ettd kasvu oli poikkeukselli-
sen suurta verrattaessa instansseja (m = 30, 800 < W < 900) ja (m = 40,
800 < W < 900) toisiinsa. Tapauksen (m = 40, W = 900) laskenta-aika oli 1280
% suurempi kuin tapauksen (m = 30, W = 900) ja tapauksen (m = 40, W = 800)
laskenta-aika 520 % suurempi kuin tapauksen (m = 30, W = 800). Parametrien
vaikutus ei kuitenkaan nakynyt nédissd tapauksissa yhté selvisti kuin brute-force-
menetelméan kohdalla.

6.3.3 Poikkeavat havainnot

Poikkeavana havaintona sarakkeita generoivan algoritmin kohdalla voidaan pitda
instanssia (m = 90, W = 900). Tapauksissa (m = 90, 500 < W < 800) laskenta-aika
kasvoi yli 200 % verrattuna tapauksiin (m = 80, 500 < W < 800), mutta instanssin
(m =90, W = 900) kohdalla laskenta-aika pieneni 3 % tapaukseen (m = 80, W =
900) nédhden. Taulukon 2 tulosten tarkastelu osoittaa, ettéd poikkeavassa tapauksessa
kiytettyjen leikkausmuottien lukumééra ei juurikaan muuttunut tapaukseen (m =
80, W = 900) ndhden, miké selittdd laskenta-aikojen pienen eron, mutta ei kerro
sen syyta. Kaytettyjen leikkausmuottien lukumééra ei siis aina tunnu riippuvan yhté
voimakkaasti muuttujista m ja W.
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7 Yhteenveto ja pohdinnat

Tarkasteltujen LPM-instanssien ratkaisuaika riippui kiytetystd menetelmasta, teh-
tavan koosta seké generoidun tehtéavan parametreista. Brute-force-menetelma ratkai-
si nopeammin pienen kokoluokan tehtéavit, kun taas sarakkeita generoiva algoritmi
oli tehokkaampi isoissa tehtévissd. Sarakkeita generoiva algoritmi ratkaisi myos sel-
laiset tehtévat, joita brute-force ei kyennyt ratkaisemaan 5 tunnin aikarajaan men-
nessa.

Useimmissa tapauksissa rullien lukuméirédn m ja emorullan koon W kasvatta-
minen lisdsi brute-force-menetelmén ja sarakkeita generoivan algoritmin kéytetty-
jen leikkausmuottien lukuméaéraé sekd pidensi tehtévan ratkaisemiseen tarvittavaa
laskenta-aikaa. Leikkausmuottien lukuméaran ja laskenta-ajan valilla havaittiin siis
voimakas positiivinen riippuvuus.

Erityisesti muuttujan W kasvattaminen lisési laskenta-aikaa. Muuttujan m paa-
vaikutus oli myo0s laskenta-aikaa pidentéiva, vaikka péadvaikutuksen voimakkuutta
vaarensi kyseisen muuttujan seké parametrien b; ja w;, ¢ = 1, ..., m, yhteisvaikutus.
Laajempi koeasetelma sekéd laskenta-aikojen mittaaminen useilla eri parametrien
arvoilla olisi mahdollistanut tilastollisen testauksen ja siten luotettavamman ana-
lyysin brute-force-menetelmén ja sarakkeita generoivan algoritmin laskenta-ajoista.
Talloin myos péaa- ja yhteisvaikutuksen ero olisi ollut paremmin havaittavissa. Tyon
pituuden puitteissa tdmén laajemman koeasetelman tutkiminen ei kuitenkaan ollut
mahdollista.

7.1 Parametrien valinta

Tarkastelluissa LPM-instansseissa muuttujiksi oli valittu rullien lukumaard m ja
emorullan koko W sekd parametreiksi rullakoko w; ja kysynta b;,, ¢« = 1,...,m.
On tirkedd huomata, ettd muuttujiksi olisi voitu valita myds rullakoko ja kysynté
ja parametreina pidetty sen sijaan suureita m ja W. Suureiden m ja W valintaa
muuttujiksi pidettiin kuitenkin luontevana, silla sarakkeita generoivan algoritmin
kompleksisuus kasvaa voimakkaasti ndiden funktiona sekd simplex-algoritmin suo-
rittamien laskuoperaatioiden méaéra riippuu tekijasta m. Lisdksi m ja W ovat yksi-
dimensioisia suureita, jolloin niiden késittely ja tulosten esittdminen on helpompaa
kuin m-dimensioisten rullakoko- ja kysyntasuureiden.

Muuttujien arvojoukot m € {10,20,...,100}, ja W € {500,600, 700,800,900}
sekd parametrien w; ja b; vaihteluvalit (1, u,,] = [100, 500], ja [ly, up) = [0, 100] valit-
tiin useiden eri kokeilujen tuloksena. Ongelmaksi muodostui erityisesti lukujen [, ja
Winae madrittdminen, missé W4, on suurin Wi arvo. Jos suhde W, /1, oli lilan
suuri, ei brute-force-menetelmé kyennyt 5 tunnissa ratkaisemaan LPM-instansseja
pienillakddn m:n arvoilla. Jos suhde oli taas liian pieni, oli tehtévien ratkaisemi-
nen turhankin nopeaa brute-force-menetelmallé, jotta laskenta-aikoja oltaisiin voitu
analysoida tulos-osiossa kasitellylld tavalla.

Parametrien w;, 1 = 1,..., m, maarityksessa kaytetty satunnaislukugeneraattori
randi saattoi arpoa saman kokonaisluvun useammalla indeksin ¢ arvolla, siten etta
w; = w; jollakin i # j, missé 4, j € {1,...,m}. Téllaisessa tapauksessa rajoitusmat-
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riisin A rivivektorit a; ja aj ovat lineaarisesti riippuvia, jolloin tehtévin ratkaisemi-
nen helpottui. Parametrin w; vaihteluvéli [100, 500] oli kuitenkin asetettu sen verran
suureksi, ettd kyseisen tilanteen sattuminen useasti ei ollut kovin todennakdista.

7.2 Brute-force-menetelma

Brute-force-menetelmén laskenta-aika LPM-instanssien ratkaisemisessa kasvoi erit-
tdin voimakkaasti muuttujien m ja W funktiona, siten ettd muuttujan W vaiku-
tus oli keskimé&drin muuttujan m vaikutusta suurempi. Kéaytettyjen leikkausmuot-
tien lukumééaran ja laskenta-ajan valilla vallitsi lisdksi vahva positiivinen korrelaa-
tio. Parametrien b; ja w; vaikutus laskenta-aikaan pystyttiin selvisti tunnistamaan
muutamassa tilanteessa.

Brute-force-menetelmé oli useimmissa LPM-instansseissa sarakkeita generoivaa
algoritmia nopeampi menetelmé, mikd kertoo siitd, ettd tarkasteltavat instanssit
olivat enimmaékseen pienié ja siten brute-force-menetelmélle paremmin soveltuvia.
Jos muuttujien m ja W arvojoukot sekd parametrien vaihteluvilit olisivat olleet
suurempia, olisivat tuloksetkin olleet erilaisia.

On tarkedd huomata, ettd brute-force-menetelmille asetettu 5 tunnin aikaraja
teki keskeytettyjen instanssien vertailun mahdottomaksi, eli arvoitukseksi jai kuinka
paljon kyseisten instanssien ratkaisuajoissa olisi ollut eroa. Néissd tapauksissa myos
brute-force-menetelmén ja sarakkeita generoivan algoritmin todellinen laskentaero
jéai epaselvaksi. Pidempi aikaraja olisi mahdollistanut menetelmien paremman te-
hokkuusvertailun, mutta samalla nostanut merkittavéisti kaytettyé kokonaislaskenta-
aikaa. Yli 10 tunnin aikarajan asettaminen ei kuitenkaan olisi tuonut enéa lisdhyotya
lyhempiin aikarajoihin néhden, silld kokeellisesti havaittiin MATLABin muistin lop-
puvan, jos instanssin ratkaiseminen oli kestanyt yli 10 tuntia. Ongelmallisuutta lisési
lisdksi se, ettd ajon kestoa ei kyetty arvioimaan etukéteen, koska leikkausmuottien
madran ja tehtédvan koon vélista riippuvuutta ei tunnettu.

7.3 Sarakkeita generoiva algoritmi

Sarakkeita generoivan algoritmin laskenta-aika LPM-instanssien ratkaisemisessa kas-
voi voimakkaasti muuttujien m ja W funktiona. Muuttujan W vaikutuksen havait-
tiin olevan keskiméédrin muuttujan m vaikutusta suurempi. Kéaytettyjen leikkaus-
muottien lukumaéréan ja laskenta-ajan valilla vallitsi lisédksi vahva positiivinen kor-
relaatio. Parametrien b; ja w; aiheuttama vaikutus ei ndkynyt tuloksissa yhté selvasti
kuin brute-force-menetelméan kohdalla.

Sarakkeita generoivan algoritmin rajoitusmatriisin A, alkuarvauksena kaytettiin
yvksikkomatriisia I,,,. Osa yksikkdmatriisia vastaavista sarakkeista oli kuitenkin tur-
hia, jos algoritmin edetessé 16ytyi sellaisia leikkausmuotteja, jotka sisélsivat enem-
mén kuin yhden pienen rullan. Taméa seuraa siita, ettd leikkausmuotti A; on tur-
ha, jos on olemassa toinen muotti A; siten, ettd a;; < a; jollakin ¢ € {1,...,m}.
Turhien sarakkeiden poistaminen tapahtui CPLEXin esikésittelyssa, mutta se teh-
tiin joka RLPM-tehtavin ratkaisemisen yhteydessd, kun turha sarake olisi kerralla
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voitu poistaa rajoitusmatriisista A Epéselviksi jai siis, kuinka paljon algoritmin
toiminta hidastui nédiden ylimaaraisten vélivaiheiden takia.

Tarkastelluissa LPM-instansseissa sarakkeita generoivalla algoritmilla kului enin-
tdan 2h 16min tehtévian ratkaisemiseen. Mielenkiintoista olisi ollut ndhdé, kuinka
paljon muuttujien m ja W arvoja olisi pitanyt kasvattaa, jotta 5 tunnin aikaraja
olisi tullut vastaan.
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Liite A

Taulukko 1: Sarakkeita generoivan algoritmin (SG) ja brute-force-menetelmén (BF) ratkaisuajat LPM-instansseilla. Jos instanssia
ei ollut kyetty ratkaisemaan 5 tunnissa, keskeytettiin algoritmin toiminta ja tulokselle kiytettiin merkintaéd #. Lisdksi sinisell&
varilla on merkitty tapauksia, joissa brute-forcen laskenta-aika oli 45-100 % sarakkeita generoivan algoritmin laskenta-ajasta ja
punaisella varilla tapauksia, joissa sarakkeita generoiva algoritmi oli nopeampi.

m\IV 500 600 700 800 900

BF SG BF SG BF SG BF SG BF SG
10 0,14s | 2,21s 0,13s 2,31s 0,12s 2,84s 0,13s 2,36s 0,14s 2,758
20 0,14s | 3,04s 0,17s 4.11s 0,21s 6,04s 0,30s 7,20s 0,55s 10,8s
30 0,15s | 2,21s 0,20s 4,458 0,27s 5,08s 0,46s 10,5s 1,19s 18,4s
40 0,35s | 5,55s 0,90s 8,258 5,838 24.1s 39,8s Imin 5s 4min 25s | 4min 16s
50 0,82s | 6,68s 6,82s 13,9s 1min 6s 30,08 9min 44s | 2min 34s | 1h 23min | 6min 1s
60 1,67s | 8,42s 9,76s 49,3s 1min 9s 2min 24s | 10min 49s | 10min 16s | 1h 39min | 24min 43s
70 2,36s | 26,1s 25,1s lmin 57s | 4min 47s | 9min 26s | 1h 22min | 22min 29s | # 56min 20s
80 7,00s | 28,1s Imin 25s | Imin 36s | 17min 41s | 8min 4s 3h 57min | 31min 33s | # 2h 16min
90 20,8s | 1min 46s | 5min 44s | 9min 4s 1h 42min | 25min Os | # 1h 40min | # 2h 12min
100 7,37s | 2min 40s | 1min 41s | 11min 13s | 26min 4s | 27min 28s | # 1h 42min | # 2h 9min

9¢



Liite B

Taulukko 2: Sarakkeita generoivan algoritmin (SG) ja brute-force-menetelmén (BF) kiyttdmien leikkausmuottien lukuméaéra seka
niiden teoreettinen yldraja N LPM-instansseissa. Jos instanssia ei ollut kyetty ratkaisemaan 5 tunnissa, keskeytettiin algoritmin
toiminta ja lukumaérélle kiytettiin merkintaa #.

m\IW 500 600 700 800 900
BF |SG | N BF SG | N BF SG | N BF SG | N BF SG | N
10 17 14 | 3072 |25 16 | 3072 | 45 17 | 4608 | 80 22 | 23328 | 125 23 | 34992

20 135 |45 | 6%¥107 | 317 47 | 5*10% | 728 58 | 4%10° | 1576 63 | 1¥10' | 3279 73 | 8*10%
30 105 | 44 | 3*¥10' | 275 60 | 6*10' | 656 70 | 9%10' | 1500 82 | 2%101 | 3335 96 | 5*10%
40 736 | 78 | 2*¥10% | 2231 | 108 | 4*10'7 | 6877 120 | 2%¥10' | 18842 | 146 | 5*10% | 50862 | 172 | 9*10*2
50 1766 | 96 | 2*¥10%° | 6577 | 134 | 4¥10%2 | 22043 | 143 | 2*¥10%! | 68409 | 187 | 2*10% | 203616 | 202 | 1*10%
60 1547 | 130 | 2*¥10%% | 5754 | 158 | 9%¥10%° | 19887 | 202 | 5*10%® | 64585 | 246 | 5*¥103! | 198924 | 280 | 6*1033

70 2743 | 156 | 8%10%7 | 10761 | 203 | 5*10%° | 39690 | 262 | 2*¥10%3 | 138821 | 290 | 9*10% | # 317 | 2¥10%0
80 4253 | 195 | 2%103! | 18184 | 204 | 5%¥10%* | 72032 | 280 | 1*¥10%® | 267700 | 330 | 6*10* | # 373 | 3%¥10%
90 8286 | 234 | 4%10%0 | 38336 | 298 | 2*¥10%° | 166152 | 341 | 7%10%3 | # 393 | 1%10% | # 379 | 9*10°2
100 4267 | 244 | 8%1037 | 19093 | 308 | 1*¥10%% | 79477 | 403 | 5*¥10%6 | # 351 | 5*10°%0 | # 389 | 7*10°
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