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Tavoitteet

• Työn tarkoituksena esitellä COP-malli

– Copula Opinion Pooling

– Sijoittajanäkemysten ja markkinajakauman yhdistely copula-

funktioita hyödyntäen

• Motivaationa paremman portfolioanalyysityökalun 

käyttöönotto

– Ei-normaaliset markkinajakaumat

– Sijoittajanäkemysten huomioiminen

• Aineistona CAC 40- ja DAX-indeksit

– Alkuperäinen suunnitelma korkokäyrän mallintamisesta COP-

mallin avulla osoittautui liian haastavaksi



Historiaa

• Markowitz 1952 (moderni portfolioteoria)

– Tuotto-varianssi –optimointi

– Normaalisuus, lineaarinen korrelaatio

• Black-Litterman –malli 1992

– Subjektiiviset sijoittajanäkemykset

– Normaalisuus, lineaarinen korrelaatio

• Meucci: COP-malli (Copula Opinion Pooling) 2006

– Subjektiiviset sijoittajanäkemykset

– Copula-funktiot korrelaation sijaan

– Ei normaaliusoletusta



COP-malli

• 𝑀~𝑓𝑀 Markkinajakauma

•  𝑃 = 𝑃
𝑃⊥ Sijoittajanäkemykset 𝑃, täydennys 𝑃⊥

• 𝑉𝑃𝑟𝑖𝑜𝑟 = 𝑀𝑃𝑟𝑖𝑜𝑟
 𝑃′ Kannanvaihto

•  𝐹𝑘 = 𝑐𝑘  𝐹𝑘 + 1 − 𝑐𝑘 𝐹𝑘, 𝑘 = 1,2,…𝐾 (tässä 𝑘 = 1,2)

– Näkemysten lisääminen markkinajakaumaan

– Luottamustaso 𝑐𝑘 ∈ [0,1]

• 𝐹𝑘 ≡ 𝑉𝑃𝑟𝑖𝑜𝑟

• 𝑉𝑃𝑜𝑠𝑡 ≈ 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝(𝐶;  𝐹𝑘 , 𝑉𝑃𝑟𝑖𝑜𝑟), Copula ei muutu

• 𝑀𝑃𝑜𝑠𝑡 = 𝑉𝑃𝑜𝑠𝑡
 𝑃′ Painotettu markkinajakauma



Copula-funktiot: kaavoina

• Satunnaismuuttujat (𝑋1, 𝑋2)

• Marginaalijakaumien kertymäfunktiot

– 𝐹𝑖 𝑥 = 𝑃 𝑋𝑖 ≤ 𝑥

• Muunnos 𝑈1, 𝑈2 = (𝐹1 𝑥1 , 𝐹2(𝑥2))

• Copula: 𝐶 𝑢1, 𝑢2 = 𝑃 𝑈1 ≤ 𝑢1, 𝑈2 ≤ 𝑢2

• Sklar’n teoreema

– 𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 𝐶 𝐹1 𝑥1 , 𝐹2 𝑥2

• Esimerkki: Gaussin Copula

– 𝐶Σ(𝑢1, 𝑢2) = ΦΣ(Φ
−1(𝑢1),Φ

−1(𝑢2))

• T-copula, Arkimeediset copulat (Gumbel, Clayton…)



Copula-funktiot: kuvina
• A. Meucci. A Short, Comprehensive, Practical Guide to Copulas. 2011. 

saatavissa: http://symmys.com/node/351 (viitattu 6.1.2014)



Tulokset – geneerinen esimerkki 

osaketuottojakaumilla

• CAC 40-indeksi ja DAX-indeksi

• Indeksien tuottojakaumien normaalisuus?

– Eivät ole normaalisia

– Marginaalijakaumien mallinnus ydinestimaatein

• Minkälaiset jakaumat olisivat perusteltuja 

asiantuntijanäkemyksinä?

– Yksinkertaisuuden vuoksi tasajakauma vain toiselle 

tuottoindeksille

• 𝑃 matriisiksi valitaan triviaali yksikkömatriisi



Tulokset – riippuvuutta parhaiten 

kuvaava copula-funktio

• Estimoitiin SU-menetelmällä erilaisten copula-

funktioiden parametrit

• Verrattiin mikä sovitteista vastaa parhaiten empiiristä 

dataa nk. 𝐿2-normilla

– 𝑑2 𝐶𝐸 , 𝐶 = 𝐶𝐸 − 𝐶 𝐿2

• Parhaat sovitteet: t-copula, Gaussinen copula

• Huonoimmat: synteettiset Clayton, Frank ja Gumbel

Copula T (𝜈, 𝜌) Gauss (𝜌) Clayton (𝜃) Frank (𝜃) Gumbel (𝜃)

Parametri (4.94,0.85) 0.84 2.37 9.27 2.71

𝑳𝟐-normi 2.90 3.25 17.57 7.28 6.58



Tulokset – riippuvuutta parhaiten 

kuvaava copula-funktio



Tulokset – näkemyksien mukaan 

muokatut jakaumat

• Lopputulos: näkemyksien mukaan painotetut jakaumat, 

joita voisi käyttää lähtökohtana esimerkiksi portfolion 

optimointiin



Tulokset – Prior-, näkemys- ja posterior-

jakaumat

• CAC 40-indeksin Prior, näkemys ja posterior samaan 

kuvaan piirrettynä

– Luottamustaso 𝑐 = 0.2

Jakauma Prior Posterior

Ka. 0.0009 0.0107

Hajonta 0.0312 0.0365

Vinous -0.4935 -0.0829

Huipuk. 7.3805 4.9609



Huomioita

• Simuloidusta copula-funktiosta yhteisjakaumaan 

marginaalifunktioiden ydinestimaateilla

– Voitaisiin myös sovittaa jokin jakauma, esim normaali- tai t-

jakauma

– Ydinestimaatti: ei tarvitse tehdä jakaumaoletusta

• Normaalijakaumaoletus ja normaaliset näkemykset: 

yhtenevyys Black-Litterman -mallin kanssa



Yhteenveto ja kritiikki

• COP-menetelmällä voidaan yhdistää sijoittajan 

subjektiiviset näkemykset neutraaliin 

markkinajakaumaan

• Osaketuottojakaumat eivät ole normaalisia

– Hienostuneempien mallien (vrt. Markowitz) tutkiminen 

perusteltua

• Copula-funktiot eivät ole dynaamisia

• Jatkotutkimuskohteita

– Markkinanäkemysten muodostaminen

– Portfolion optimointi posterior-jakaumien perusteella

– Copula-funktion valinta
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